Proyecto 1.

Comprueba tus intuiciones sobre el azar'

1.1. Introduccion

Se trata de realizar un experimento para comprobar si tenemos
buenas intuiciones respecto a los experimentos aleatorios. En concreto
tratamos de comprobar si somos capaces de simular una secuencia de
resultados aleatorios. Utilizaremos el dispositivo aleatorio mas sencillo
posible: una moneda equilibrada, comparando los resultados obtenidos al
lanzar realmente una moneda con los simulados.

Objetivos

La finalidad principal es hacer reflexionar al alumno sobre el hecho
de que nuestras intuiciones sobre el azar nos engafian con frecuencia.
También se les quiere mostrar la utilidad de la estadistica en la prueba de
nuestras hipdtesis o teorias (en este caso la hipotesis de que nuestras
intuiciones sobre los fendmenos estocasticos son correctas).

Alumnos

Puesto que las variables a tratar son discretas y las actividades no
introducen conceptos estadisticos complejos, el proyecto podria ser
adecuado para alumnos a partir de 13-14 afios, es decir, desde el comienzo
de la educacion secundaria. También puede proponerse a alumnos de
universidad, utilizando con €stos un analisis mas completo de los datos.

1.2. Los datos

Los datos son producidos como resultado del experimento que sera
realizado por cada uno de los alumnos de la clase.

Se sugiere empezar con preguntas similares a las siguientes y realizar
en clase una discusion colectiva.
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1. ;Como piensas que deberian ser los resultados de lanzar una moneda 20
veces seguidas? ;Serias capaz de escribir 20 resultados de lanzar una
moneda (sin lanzarla realmente, sino como tu pienses que debieran salir)
de forma que otras personas piensen que has lanzado la moneda en
realidad. O, ;podria otra persona adivinar que estas haciendo trampa?

Se proporciona a cada alumno una pauta cuadriculada, dandole la
siguiente consigna:

2. Vamos a comprobar qué tal son tus intuiciones respecto a los resultados
aleatorios. Abajo tienes dos cuadriculas. En la primera de ellas escribe 20
resultados sin realizar realmente el experimento. En la segunda mitad
lanza la moneda 20 veces y escribe los resultados obtenidos. Pon C para
caray + para cruz.

Una vez que los alumnos han realizado el experimento tendran
diferentes resultados. Mis resultados han sido los siguientes:

C|C |+ |[C|+ [+ ]|+ |C|C |+ |C |+ |C |+ |+ |C|C|C |+ |+

1.3. Preguntas, actividades y gestion de la clase

Cuando todos los alumnos han finalizado la realizacion del
experimento se puede plantear preguntas similares a las que reproducimos
a continuacion.

3. ;Como podremos distinguir una secuencia realmente aleatoria de otra
que hemos inventado?

Se dejard algiin tiempo para pensar y a continuacion se organiza una
discusion colectiva. Seguramente algin alumno sugerird contar el numero
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de caras y cruces que debe ser aproximadamente igual, ya que hay las
mismas posibilidades para la cara que para la cruz.

4. Pero, ;hemos de obtener exactamente 10 caras y 10 cruces? ;Qué pasa

si obtenemos 11 caras y 9 cruces ? ;Y si obtenemos 18 y 2? ;Que os
parece si comparamos el numero de caras en las secuencias real y
simulada de todos los alumnos de la clase?

Para realizar esta comparacion se recogen los datos de todos los
alumnos de la clase, tanto del nimero de caras en las secuencias simuladas
como en las reales, para proceder, primeramente al analisis de cada una de
estas dos variables y luego a la comparacion de las principales diferencias
en su distribucion. Para ejemplificar la realizacion de la actividad
utilizaremos los resultados obtenidos en una clase de 27 alumnos, quienes
obtuvieron los siguientes numeros de caras en las secuencias simuladas.

10, 12, 11,10, 11,9, 10, 11, 9, 10, 10, 10, 7, 10, 10, 10, 10, 12, 11, 10, 9,
10, 10,9, 10, 12,11

4. Hemos recogido el numero de caras en las secuencias simuladas por
cada alumno de la clase ;Como podriamos organizar y resumir estos
datos? ;Cudles son el valor minimo y madximo obtenido? ;Como
representar los datos de modo que sepamos cudntas veces aparece cada
valor? ;Cual es el valor mas frecuente?

El profesor ayudaria a los chicos a identificar el valor maximo y
minimo y a organizar un recuento y tabla de frecuencias como la Tabla
5.3.1, haciéndoles ver su utilidad para resumir la informacién. Para chicos
mayores se podria agregar las columnas de frecuencias relativas y
frecuencias acumuladas.

Tabla 1.1. Numero de caras en las secuencias simuladas

Numero de caras Recuento Frecuencia

7 X 1
8 0
9 XXXX 4
10 XXXXXXXXXXXXXX 14
11 XXXXX 5
12 XXX 3

Total 27
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Figura 1.1. Numero de caras en secuencias simuladas. Grafico de puntos
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El grafico de puntos (Figura 5.3.1) es muy sencillo de construir con
ayuda de un papel cuadriculado y puede ser un paso previo a la
introduccidon del grafico de barras (Figura 5.3.2) y grafico de sectores
(Figura 5.3.3). Mientras en los dos primeros se visualiza mejor el caracter
numérico de la variable, la moda, la dispersion y la forma de la
distribucidn, en el grafico de sectores se visualiza mejor la importancia
relativa de cada valor respecto al conjunto de datos. Puede mostrarse
también como una aplicacion en el tema de las fracciones y servir para
introducir o repasar los conceptos de sector circular y amplitud del mismo,
asi como de aplicacion en el tema de la proporcionalidad.

De igual modo se realizaria el estudio del numero de caras en las
secuencias reales, para finalmente comparar las dos distribuciones y
analizar si existen algunas diferencias importantes que indiquen que nuestra
intuicion respecto a la aleatoriedad nos engafia.

11,11,11,8,7,8,9,11,10,9,9,9,9, 14, 7, 10,9, 10, 11, 13, 11, &, 8, 11,
12,9,8

5. Compara ahora los grdficos del numero de caras en las secuencias
reales y simuladas. ;En qué se parecen? ;En que se diferencian? ;jEs el
valor mas frecuente el mismo? ;jHay el mismo rango de variacion de
valores? ;Cual de las dos variables tiene mayor variabilidad? ;Piensas
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que nuestras intuiciones sobre el numero de caras que se obtienen al
lanzar 20 veces una moneda equilibrada es totalmente correcta? ;Podrias
idear algun tipo de grdafico en que se viesen mds claramente las
diferencias?

Una caracteristica del nimero de caras en una secuencia real es que,
en general es mas variable de lo que nuestra intuicion nos sugiere, mientras
que los wvalores medios coinciden, aproximadamente en ambas
distribuciones, ya que, en general, somos muy exactos al reflejar la
equiprobabilidad de resultados, incluso mas exactos de lo debido, puesto
que la secuencia simulada tiene menos dispersion que la real.

En el ejemplo de nuestra clase, hemos obtenido una distribucion
bimodal (Figura 4) lo cual sugiere la necesidad de introducir aqui las ideas
de media ( x=10,14 para las secuencias simuladas x=9,74 para las reales
en nuestro ejemplo).

También surge en esta actividad la idea de dispersion de una forma
sencilla. Bien a través del recorrido o del 50 % de casos centrales se
observa mayor dispersion en la secuencia real, donde el 50% de los casos
centrales se presentan en el intervalo (9-11) y el recorrido es 7, mientras
que en la secuencia simulada el 50% de casos centrales se reduce al valor
10 y el recorrido es 5. Es conveniente llevar a los alumnos a realizar
graficos simultaneos para las dos distribuciones, como el presentado en la
Figura 5.3.4 o el grafico de barras adosado (Figura 5.3.5).

Figura 1.4. Comparacion del numero de caras en secuencias reales y simuladas

Secuencia simulada N. Caras Secuencia real
X 7 XX
8 XXXXX
XXXX 9 XXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXX 10 XXX

XXXXX 11 XXXXXXX
XXX 12 X
13 X
14 X

Figura 1.5. Grdficos de barras adosados del niumero de caras en
secuencias reales y simuladas

ESimulada
Hreal
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El nimero de caras es sélo una de las variables que podemos analizar
en una secuencia de resultados aleatorios, en la que aparecen otros muchos
modelos probabilisticos. Uno de ellos es la longitud de las rachas que,
intuitivamente esperamos que sean cortas. Es bien conocida la falacia del
Jjugador por la que esperamos que, tras una corta racha de, por ejemplo
caras, la probabilidad de que aparezca una cruz aumente. En otro plano, si
un matrimonio tiene ya dos hijos varones, tendra una gran seguridad en que
el siguiente sea una nifia, sin darse cuenta que no es demasiado raro (1 caso
de cada ocho) los matrimonios con tres varones ni de que, de los
matrimonios que ya tienen dos varones, aproximadamente la mitad de los
que tengan un nuevo hijo, deben esperar que sea varon, exactamente lo
mismo que cuando esperaban a su hijo mayor.

En este proyecto proponemos analizar dos nuevas variables en las
secuencias producidas por los alumnos: el numero de rachas y la longitud
de la racha mas larga. Para aclarar el lenguaje llamaremos racha a una
secuencia de resultados iguales, de modo que, si después de una cara
aparece una cruz (o viceversa) la racha tiene longitud 1. Para clarificar
volvemos al ejemplo inicial y coloreamos las rachas que aparecen. Vemos
que en la secuencia simulada, la racha mas larga es de longitud 3 (3 caras)
y que el nimero de rachas es 12, mientras que en secuencia real hay una
racha de 5 cruces y el nimero de rachas es 11.

ClICI+ ICI+ |+]+]|CIC |+ [CI|+ |C |+ |+ |C|C |C |+ |+

Para motivar el estudio de estas variables, el profesor puede
preguntar si el resultado obtenido arriba, donde aparecen 5 cruces seguidas,
parece razonable. Probablemente algin alumno sugiera que la moneda
utilizada no esta bien construida y se plantea el estudio de las rachas en las
secuencias.

El profesor explicard como identificar las rachas y sugerira a los
nifios que busquen cudl es la racha mas larga en cada una de sus dos
secuencias, asi como que cuenten el nimero de rachas, procediendo de
nuevo al estudio y comparacion de estas variables en las dos secuencias, tal
y como se ha hecho con el nimero de caras y finalizando con una discusion
sobre sus diferencias y si nuestras intuiciones sobre las rachas son o no
correctas.

El profesor puede usar una hoja de registro como la que
reproducimos a continuacidon (Figura 5.3.6) donde cada nifio anota sus
resultados. Luego la hoja se fotocopia y se reparte a los chicos. Si hay poco
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tiempo, la clase puede dividirse en grupos para que cada uno de ellos se
encargue de analizar una de las variables y posteriormente, una vez
disponibles los graficos se realiza la discusion conjunta.

Figura 1.6. Hoja de recogida de datos de la clase con datos recogidos en una clase

Secuencia simulada Secuencia real
N.caras N.rachas Rachamayor N.caras N.rachas Racha mayor
10 14 4 11 9 4
12 9 4 11 16 2
11 12 4 11 16 2
10 9 4 8 9 4
11 11 3 7 11 4
9 13 3 8 10 5
10 12 3 9 9 4
11 14 3 11 4 7
9 13 3 10 12 3
10 8 5 9 9 5
10 12 3 9 10 5
10 12 3 9 10 5
7 10 6 9 10 5
10 11 3 14 11 5
10 13 4 7 7 5
10 11 3 10 10 3
10 12 4 9 12 3
12 10 4 10 11 4
11 12 4 11 14 3
10 13 3 13 12 4
9 7 3 11 5 4
10 13 3 8 11 5
10 11 4 8 10 7
9 14 3 11 4
10 7 2 4 4
12 13 3 10 5
11 14 3 8 8 5

1.4. Actividades de ampliacion

Se pueden plantear a los estudiantes otros problemas que les permitan
mostrar sus intuiciones sobre la aleatoriedad, por ejemplo, el item
siguiente:

6. La probabilidad de que un nifio nazca varon es aproximadamente 1/2.
¢Cudl de las siguientes secuencias de sexos es mds probable que ocurra en
tres nacimientos?

a) MMM, b) VMM; c) las dos son igual de probables.
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Si el alumno piensa que b) es mas probable, pueden organizarse en clase
experimentos de simulacion con ayuda de tres monedas, donde la cara
representa, por ejemplo el varon y la cruz la mujer. También pueden usarse
diagramas en arbol para escribir todas las posibilidades en una familia de 3
hijos y enumerar el espacio muestral.

Al introducir la media, se puede hacer ver a los alumnos alguna de sus
propiedades sencillas como:

1. La media es un valor comprendido entre los extremos de la distribucion;
2. El valor medio es influenciado por los valores de cada uno de los datos;
3. Lamedia no tiene por que ser igual a uno de los valores de los datos;
4

. El valor obtenido de la media de numeros enteros puede ser un decimal,
como en este ejemplo que no tenga sentido en el contexto de los datos;

5. Hay que tener en cuenta los valores nulos en el calculo de la media.

Con alumnos mayores, puede ampliarse el tipo de graficos y resimenes
estadisticos utilizables para comparar las distribuciones. Podriamos, por
ejemplo, calcular las medianas y cuartiles de las diferentes variables y
construir graficos de cajas paralelos para cada par de variables a comparar.
En la Figura 5.5.7 mostramos los graficos de caja de la longitud de la racha
mayor en las dos secuencias, donde se observa como la media, mediana y
cuartiles de la variable es menor en la secuencia real. Asimismo el 50 %
central de valores estd por debajo, lo que nos indica que esperamos
demasiadas rachas en una secuencia aleatoria. La menor dispersion nos indica
que en esto somos menos variables de lo que ocurre en la realidad.

Figura 5.3.7. Graficos de cajas paralelos

Numero de rachas F +
secuencia simulada
Numero de rachas f +
secuencia real
4 6 8 10 12 14 16
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1.5. Algunas dificultades y errores previsibles

Los alumnos podrian tener dificultades en la realizacion de los
graficos, construyendo, por ejemplo, unas escalas no homogéneas u
omitiendo las escalas o etiquetas que identifiquen claramente el proposito
del grafico. Es importante concienciar a los alumnos de que un grafico mal
construido proporciona una informacion engafiosa. Una actividad
complementaria podria ser buscar ejemplos en la prensa de tablas
estadisticas o graficos que presenten errores de construccion o que induzcan
a obtener conclusiones equivocadas y posteriormente elaborar una lista de
los principales tipos de errores detectados.

Al calcular la media a partir de la tabla de frecuencias, los alumnos
podria omitir el ponderar los valores de la variables por las frecuencias, ya
que los alumnos tienen con frecuencia dificultad en el calculo de medias
ponderadas. Pueden plantearseles problemas como el siguiente, para
hacerles ver la necesidad de ponderacion:

Hay 10 personas en un ascensor, 4 mujeres y 6 hombres. El peso medio de
las mujeres es de 60 kilos y el de los hombres de 80. ;Cudl es el peso medio
de las 10 personas del ascensor?

Los alumnos tienen a veces dificultades en comprender la idea de
mediana; sugerimos el calculo de la mediana a partir del conjunto de datos
ordenados y pasar a los algoritmos de calculo so6lo cuando el alumno ha
comprendido bien el significado del concepto.

5.3.6. Analisis del contenido estadistico

En este proyecto podemos identificar, explicita o implicitamente los
siguientes contenidos:

1. Aplicaciones de la estadistica:
= Disefo de un experimento;

= Anadlisis de datos experimentales; comparacion de datos experimentales
con patrones teoricos

2. Conceptos y propiedades:

= Aleatoriedad: experimento aleatorio; secuencia de resultados aleatorios,
sucesos equiprobables, independencia de ensayos, rachas;

= Variable estadistica discreta, frecuencia absoluta; tabla de frecuencias;
distribucion de frecuencias;
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Posicion central, moda, media, mediana

Dispersion: rango, casos centrales, 50% de casos centrales;

3. Notaciones y representaciones.

Palabras como frecuencia, media, mediana, moda, recorrido, etc.
Simbolos como x, Me, Mo;

Tablas de frecuencia; Graficos de puntos, barras, barras adosados,
sectores, cajas

4.Técnicas y procedimientos:

Recogida y registro de datos experimentales;
Elaboracion de tablas de frecuencia; recuento y célculo de frecuencia

Elaboracion de graficos de puntos, diagramas de barras, diagramas de
barras adosados y graficos de sectores;

Interpretacion de tablas y graficos; elaboracion de conclusiones a partir
del analisis de tablas y graficos;

Elaboracion de argumentos y conclusiones a partir del analisis de datos
obtenidos en un experimento;

Uso de calculadora grafica, hojas de célculo o software estadistico

5. Actitudes:

Reflexion sobre las propias intuiciones incorrectas en relacion a los
experimentos aleatorios;

Valoracion de la utilidad de la estadistica para analizar datos obtenidos
mediante experimentacion;

Valoraciéon de la estética y la claridad en la construccion de tablas y
graficos estadisticos
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