“ Ajuste de ecuaciones a curvas’

Ajuste de ecuaciones a curvas.
introduccion alaregresion lineal y no lineal
(F.J. Burguillo, Facultad de Farmacia, Universidad de Salamanca)

Introduccion al ajuste de
ecuaciones acurvas

¢ Tipos de Modelizacién Matematica

* Fundamentos tedricos de laregresion
lineal y no lineal

« Ejemplos en Ciencias Experimentales

Diapositiva 1

¢Coémo interpretar los datos de un experimento?

[S]: 1.2 52 63 7.2 94
Reaccién Enziméatica —_—
" 43 54 72 84 95

Describir el sistema

/ — Cuantitativa (ecuacion)

Cualitativa (palabras)
, R 1/ y =f(x)
s ¢ S
. * S
| S) / N\,

Modelizacién Teérica
E+S©ES—->P+E
_ Vma[S]

" Ku+[S]

Modelizacién Empirica
v =a+b[S]+c[S]?

Diapositiva 2

l) Si hay alguna técnica que con mayor
frecuencia utilizan los investigadores
ésta es la regresion, incluso muchos de
ellos usan cas exclusivamente la
regresion no lineal. Conviene pues
estudiar los fundamentos de esta
técnica.

En esta sesion se andizardan los
distintos tipos de modelos matematicos
gque se suelen emplear en e gjuste de
curvas, se revisaran los fundamentos de
la regresion lineal y no lineal por
minimos cuadrados y se pondrén varios
gjemplos sobre € guste de modelos a
datos experimental es.

2) El gjuste de curvas surge cuando €l
investigador trata de interpretar los
datos de un experimento. Pensemos por
giemplo en una reaccion enzimatica
(digpositiva 2). Los resultados se
describen mejor cuando se encuentra
una ecuacion que se gjusta a los datos.
Ese es el objetivo de la Modelizacién
Matemética: obtener ecuaciones que
describan e comportamiento de los
sistemas. Estas ecuaciones pueden ser
de dos tipos. empiricas (Modelizacién
Empirica) o deducidas en base a una
teoriafisica (Modelizacion Tebrica).
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Modelizacién Empirica

Situacién: Estimulo ‘ Sistema - Respuesta
(Mecanismo P
desconocido)

Ecuacion empirica J

Interés: *Supone una cuantificacion

*Permite: calibracién, prediccion...

Ecuaciones : polinomios : y =a+bx +cx?
Cubic splines : y =3 (a+bx+cx?+dx®)

Trampas : « Diferentes ecuaciones ajustan datos (no significado fisico)

* Aumento de pardmetros mejora ajuste (hiperajuste)

Diapositiva 3

Modelos empiricos habituales

|Po|inomios y"=a+bx +cx?+..nx"

* Adecuados para curvas suaves en calibracion
* Adecuados para datos sin mucho ruido
* Cuidado porque son demasiado flexibles (hiperajuste)

|Cubic splines y=>"(a+bx+cx? +dx3).|

Nudo 2
Nudo 1

T
* Adecuados para datos con ruido (por ej. en calibracién)
« Subjetividad al elegir el n° de nudos (hiperajuste)

Diapositiva4

Modelizaciéon Tebrica

En ecuaciones algebraicas En ecuaciones diferenciales

OFOO | Lye=s
Vo K1 v K2 v Ti </l

E p
[M:] [M:]

C[MIL] ML dES™]_ \ [SIEX- (K- 1+ kead [ESH]

dt
APl _ e
dt

Ka[L] + 2K1K2[L]?
y\;lz(u K[L] + KiK[LP)

fraccion de sitios ocupados

Diapositiva 5

3) La Modelizacién Empirica trata de
encuentrar una ecuacion cualquiera que
ciere con los datos del sistema,
independientemente de que esa
ecuacion tenga o no significado fisico
sobre lo que estd ocurriendo en €
sistema. Supone ya una cierta
cuantificacion 'y permite aspectos
operaciondles como la calibracion,
prediccion y simulacion. Por otra parte,
unos mismos datos se pueden
interpretar  iguamente  bien  con
diferentes ecuaciones, pero conviene
elegir siempre aquellas que tenga menor
nimero de parametros.

4) Los modelos empiricos més
habituales son los polinomios de
distinto grado y los tramos de cubicas
(cubil splines). Algunas de sus ventgjas
e inconvenientes aparecen recogidos en
ladiapositiva4.

5) La Modelizacion Tedrica se hace
normalmente en base a dos estrategias.
model 0s en ecuaciones algebraicas para
los sistemas estéticos y modelos en
ecuaciones diferenciales para los
dindmicos. Primero abordaremos los
model os en ecuaciones algebraicas, que
es e caso més sencillo, y més tarde los
modelos en ecuaciones diferenciales.
En la diapositiva 5 puede verse un
gemplo de cadatipo.
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Ecuaciones algebraicas habituales

De una variable y varios parametros :

u(x)="f(x,pz,pz2....pn)

Ejemplos :
Decaimiento exponencial: [A] =[Aloe™
S de Mich lis-M t Vmax(l)[s] Vmax(z) [S]
uma de Michaelis-Menten: =
Kmw +[S] Kme +[S]

Ka[L] + 2K1K2[L]? +..... + nK1K2...Ka[L]"
n(1+ Ki[L] + KiK2[L]? +..... +KiKz...Ka[L]™)

Unién Ligandos: y =

Diapositiva 6

Otras ecuaciones algebraicas

De dos variables y varios parametros :
u(xy)=f(xvy,pyp2...pn)
Ejemplos :
Inhibicién competitiva: v =

Vmax
Km (l +

j+[s1
| o Vo (AYB
p|ng Pong Bi Bi : V= KB([A])+KAA] + [A][B]

Diapositiva 7

Linealidad de una ecuacion

Linealidad en las vaariables

Ecuacioén lineal Ecuacién no lineal

FEA. =

Linealidad en los pardmetros

Ecuacién no lineal

y =(Re b

Ecuacién lineal
-1
Ejemplos ‘
y =a+bx y =a+bx+cx? y=Ae™

(Lineal en variables,
lineal en pardmetros)

(No lineal en variables,

(No lineal en variables,
lineal en parametros)

no lineal en parametros)

Diapositiva 8
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6) En cuanto a las ecuaciones
algebraicas habituales en Ciencias
Experimentales, éstas son normalmente
de una variable independiente y uno o
varios parametros. Algunos ejemplos de
esas ecuaciones aparecen en la
diapositiva 6.

7) También suelen darse en Ciencialas
ecuaciones algebraicas de dos variables
y varios pardmetros. Algunos de estas
ecuaciones son clasicas en Bioguimica
y se muestran en la diapositiva 7. Por
gjemplo, en la Inhibicion Competitiva,
las dos variables independientes serian
[S] y [I] y los parémetros serian V
Kmy K.

8) En e caso de una ecuacion
algebrdica  con una  variable
independiente y otra dependiente, los
conceptos de linealidad y no linealidad
de la ecuacién se pueden referir bien a
las variables 0 a los pardmetros. Una
ecuacion se dice que es lineal en las
variables cuando su representacion “y”
frentea “X” esunarectay lineal en los
parametros cuando, considerada la x
como una constante, la dependencia de
y con los pardmetros es combinacion de
sumas y restas. Los respectivos
conceptos de no lineal es justo lo
contrario de lo anteriormente expuesto
(ver digpositiva 8).
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Comparacion cualitativa entre la forma de los
datos el tipo de curva a ajustar

1) Ordenada en el origen
(mal)

' ] 2
Y=f(x)+C y=a+bx+cx
C{ Y=f(x) — (bien)
a
(0,0 {

(Correccién por linea base) ©0

2) Maximos, minimos, puntos de inflexién y asintotas

Asintota

(Méximos, minimos...)

y =bx+cx?

Diapositiva9

Ajuste de ecuaciones a datos

Ecuacién lineal  Datos

2 X|y
= a X
Y 1|84
Procedimiengo: 2156
3(34

encontrar los valores
de los parametros

que mejor ajustan o - - )
la ecuacion alos datos Optimizar iterativamente los parametros que

\ mejor ajustan la ecuacion alos datos

Ecuacién no lineal Datos

Procedimiento:

“Regresion lineal” “Regresion no lineal”

X [L]

Diapositiva 10

Criterios de Ajuste

1) Minimizar residuales al cuadrados (Minimos Cuadrados)

SSQ =Y (y; = (p.x;))?

residual

(Norma L2)

residual

~

Curva suave debida ala
ecuacioén con los parametros
optimizados

residual

residual

residual

Diapositiva 1l

9) Un aspecto a tener en cuenta a la
hora de elegir una ecuacion como
modelo, es comprobar que € tipo de
curva que predice nuestra ecuacion
concuerda con € comportamiento
cualitativo de los datos experimentales:
¢Pasa la curva de la ecuacion por e
origen 0 esté desplazada un cierto factor
constante?, ¢Esa curva es mondétona
creciente o decreciente?, ¢Puede tener
un M&imo, un minimo o un punto de
inflexion?, ¢La curva tiende a cero,
tiende a alglin otro tipo de asintota?,
¢Cierran todas esas singularidades de la
curva predicha por nuestra ecuacion con
latendencia de los datos?.

10) El paso siguiente seria e gjuste de
la ecuacién elegida a los datos
experimentales. Este procedimiento
consiste en encontrar los valores de los
parametros que meor gustan la
ecuacion a los datos (Diap. 10).
Estrictamente hablando, debiera decirse
“ajuste de la ecuacion a los datos’ y
no “gjuste de los datos a la ecuacion”,
ya que lo que se trata de "amoldar"
(gjustar) es la ecuacion (moviendo los
valores de los parametros) y no los
datos, que son invariables. Con este
sentido también se habla de “gjuste de
curvas’ adatos (curve fitting).

11) Como definicion de auste se
utiliza normalmente e criterio de los
minimos cuadrados, que consiste en
obtener aguellos valores de los
parametros que minimizan el sumatorio
de residuales a cuadrado (ver
digpositiva 11). Siendo los residuaes
las distancias verticales de los puntos a
lacurvade guste.

Este criterio es muy sensible a los
datos atipicos, por lo que se han
desarrollado  otros  criterios  mas
“robustos’: @ minimizar las distancias
verticales absolutas y b) minimizar la
distancia absoluta mas grande. Pero
estos criterios son menos utilizados.



y 4
Regresion lineal y no lineal por minimos cuadrados
Encontrar las mejores estimas de los parametros

Objetivos > Cuantificar precisién parametros usando limites de confianza

Regresion lineal Regresion no lineal
(Ecuaciones lineales en los parametros) (Ecuaciones no lineales en parametros)
SSQ =3 (y, ~(a+bx) SSQ=Y(y, -Ae*))?
9(SSQ)
a(ssQ) T TTTTTTIN =0=>A="?
T:...............:O:a: ......... A
9(SSQ)
id el £ = =7
J(SSQ) 0= be..... P 0=k
db
« Se puede explicitar cada parametro, + No se pueden explicitar los parametros,
solucién unica, método exacto solucién aproximada
« Métodos iterativos tipo:
Regresién lineal multiple “Busqueda” (Random Search)
“Gradiente” (Gauss-Newton)
f=C+B,x, +B,X, +B:X,

Diapositiva 12

Notacion matricial en regresion lineal

Y= P1X1+ P2X2+ P3X3....PnXn+U
Y=XP+U

Y-XP=R
(Y= XP)(Y-XP)=SSQ

9SS _ oy (— XY (Y =X P )+(Y=XP)(=X)=0
ap

= 2X"(Y=XP)=0= (X" X)P=X"Y

P=(X"X)'X"Y
Solucién Unica, método exacto

Diapositiva 13

Métodos iterativos en regresiéon no lineal:
minimo global y minimos locales

1. No existe una solucién unica,
no son métodos exactos

2. Ningun algoritmo garantiza el
encontrar el minimo global. Se

i puede caer en minimos locales

LA

L

3. Lorecomendable es alcanzar
un mismo minimo a partir de
diferentes estimas iniciales de
los parametros

Diapositiva 14

“ Ajuste de ecuaciones a curvas’

12) Se denomina Regresion al proceso
general de gjustar una ecuacion a unos
datos. Y cuando esto se hace mediante
el criterio de los minimos cuadrados se
habla de regresiéon lineal y no lineal
por minimos cuadrados, segun gue la
ecuacion a gjustar sea linea o no lineal
en los parametros (Diap. 12). En ambos
casos € objetivo es el mismo: encontrar
las mejores estimas de |os parametros y
cuantificar la precisiéon de los mismos.
En € caso de laregresion lineal la
solucion es Unicay el método es exacto,
mientras que en laregresion no lineal la
solucion es aproximada y € método es
iterativo (de busgueda, de gradiente, ...).

13) El procedimiento matemético de la
regresion lineal es directo. Se basa en
aplicar la condicién de minimo, es decir
que la derivada del sumatorio de
residuales al cuadrado (SSQ) respecto a
cada parametro ha de valer cero, 1o que
permite despgjar €l valor de cada
pardmetro y obtener un valor Unico y
exacto. Cuando hay varias variables y
varios parametros, € problema se
mangja mejor en notacion matricial,
cuyo desarrollo se muestra en la
diapositiva 13.

14) En la regresion no linea e
problema de encontrar los parametros
Optimos ya no tiene una solucion Unica
de tipo explicito. En su lugar, hay que
utilizar métodos iterativos, que tratan de
buscar con diferentes estrategias el
minimo de SSQ. Un problema adicional
es que ninguno de estos métodos
garantiza €l que se haya encontrado €
minimo global, existiendo la posibilidad
de que se haya “caido” en un minimo
local (diap. 14). La Unica alternativa es
probar con distintas estimas iniciales de
los parametros y ver que se llega a un
mismo minimo que podemos presumir
como global.
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Algoritmos iterativos en regresion no lineal

“De busqueda (Random Search)” “Gradiente” (Gauss-Newton, Marquardt)

Pu=P+AY,
pl x x X X pl AU
X X X X
X X X x x
x X X X
X X X
AWSSQ
P, Py

Importancia de las estimas iniciales de los parametros:
limite inferior, valor inicial, limite superior
(1, 100, 10000)

Diapositiva 15

Bondad de un ajuste en regresion lineal
(Respecto a los residuales)

Sumatorio deresiduales al cuadrado :
SSQ =y —f(p.x)))?

Varianza y desviacién estandar del ajuste :
_SSQ S= /82
n-m
e ROeVIve-yaf L SSQ
DY) VoY) SSQuua

Representacion de los residuales:

o0
+1-o0 O oOo
0
19° o0g0%0

SZ

coef.correlacion cuadrado:

*Test de las rachas (p>0.05)
*Test de los signos (p>0.05)

Residual

Diapositiva 16

Bondad de un ajuste en regresidn lineal

(Respecto a los parametros)
En notacién matricial los parametros : P =(X'X)*X"Y

Matriz de varianza - covarianza : VAR(P) = (X" X)'S? Matriz de correlacién

var(pl) Poo, =Cov[p‘, pA]/j var p;-var p;
cov(p(1),p(2)) var(p2) 1.0 098 -0.56
. - - 098 10 017
cov(p(1),p(n)) .. var(pn) -056 017 1.0

Limites de confianza: p, £t(n-m,a)-+/var(p;)

cva(p, ) = ([VAR(p,) /pi)-100

Test de redundanciade un parametro: t =0
JJvar(p;)

Coeficiente de variacioén :

(p<0.05)

Diapositiva 17

15) Acabamos de ver que la regresion
no lineal opera siempre con métodos
iterativos a la hora de encontrar el
minimo del sumatorio de residuales
(SSQ). Estos métodos son de busqueda
directa y de gradiente. Entre los
primeros destaca € método de
blsqueda al azar (random search), que
consiste en ir probando en los distintos
puntos de una rejilla de los parametros
hasta encontrar el mejor. Por su parte
los métodos de gradiente se basan en las
derivadas de SSQ respecto a los
parametros, y las diferencias entre ellos
radica en la forma en que caculan la
direccién de busqueda “u” y lalongitud
del paso “A” (ver Diap. 15).

16) Para discernir acerca de la bondad
de un ajuste se utilizan diferentes
criterios en laregresion lineal. Unos se
refieren a los residuales; como son el
valor del sumatorio de residuaes al
cuadrado, la varianza y la desviacion
estdndar del guste, el coeficiente de
correlacion a cuadrado, la distribucion
grafica de los residuales (al azar, con
rachas), €l test estadistico de las rachas,
el test delos signos... etc (ver Diap. 16).

17) Otros criterios de bondad de un
ajuste se refieren a los parametros.
como son las varianzas de los
pardmetros (dadas por la matriz de
varianza-covarianza) y las correlaciones
de los pardmetros (matriz de
correlacion), los limites de confianza de
los parametros, los coeficientes de
variacion de los parametros, € test de
redundancia de un parametro (su valor
es tan proximo a cero que puede
despreciarse)....etc (ver diapositiva 17).
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Bondad de un ajuste en regresion no lineal

* Los parametros se obtienen por métodos aproximados (iterativos)

« Las propiedades estadisticas de los parametros se ven
afectadas por:
- Carécter no lineal de la ecuaciéon
- Nimero de puntos
- Valores de x

« Se toma como vélida la estadistica de la regresion lineal
('s6lo cierto en condiciones asintdticas de N — o)

*Hincapié: la estadistica asociada a la regresion no lineal se
suele interpretar de una manera mas flexible (por ejemplo se
admiten coeficientes de variacion de los parametros de hasta el 50%)

Diapositiva 18

Regresién con pesos estadisticos

* El criterio de minimos cuadrados asume que:
« La variable x no tiene error

* Elerror en larespuestaes aditivo: y; = f(p,x) +u;
«Los errores u; y u; son independientes

* Todos los errores (u;, uj,... ) siguen unadistribuciéon normal de media
ceroy varianza constante (todas las medidas tienen la misma precision )

« Ultima suposicion no se suele cumplir y hay que “normalizar” los
residuales con un factor llamado “peso estadistico”:

2
Wi = ]/ Si
(weight)
* El criterio de optimizacion es ahora :

WSSsQ = Y (1/s?)(y; —f (p.x))?

(weighted sum of squares)

(estas varianzas siz se determinan
a partir de réplicas)

Diapositiva 19

Ajustar siempre ecuaciones directas y nunca
transformaciones lineales

Ecuacién Michaelis-Menten | Linealizacion Lineweaver -Burk
1_ 1, Kw 1
_ VmaX[S] \ Vmax Vmax [S]
Kwm +[S] 1
Wj=—"—"
VAR (Yv;)
1 VAR(V )
w; = =07
i VAR()) pero VAR(1/v;) :
v
) (v = :
' VAR(V,)

Conclusion: Lo ortodoxo para determinar parametros es la
regresion no lineal con pesos estadisticos ala ecuacion directa

Diapositiva 20

“ Ajuste de ecuaciones a curvas’

18) En la regresion no linea, la
estadistica asociada no es exactay, por
defecto, se acepta como aproximada la
estadistica de la regresion linea
expuesta mas arriba, 1o cual solo seria
cierto en condiciones asintéticas de
infinito ndmero de puntos. En este
sentido, se suele ser més flexible a la
hora de interpretar los indicadores
acerca de la bondad del gjuste. Asi, por
egiemplo, en regresion no lineal se
suelen admitir coeficientes de variacion
de los parametros de hasta un 50%.

19) El criterio de los minimos cuadrados
asume que € error al medir la variable
dependiente es aditivo, que son
independientes unos errores de otros y que
en conjunto siguen una distribucion de
media cero y varianza constante. A este tipo
de regresion se la denomina regresion sin
pesos estadisticos. Cuando esta suposicion
no es cierta (que es lamayoria de las veces),
se hace necesario dar mas "importancia'
(més peso) a los datos de menor error,
frente a los de mayor error (menos peso).
Para ello se corrigen los residuales con un
factor llamado peso estadistico que se
define como e inverso de la varianza
(Diap.13) y que viene a ser un factor de
normalizacion de residuales muy dispares.
Estos valores de varianza se suelen obtener
a patir de réplicas de cada dato
experimental .

20) Para gjustar ecuaciones no lineales
en los parametros, se han utilizado
mucho las transformaciones lineales
(dobles inversos, logaritmos..), seguidas
de regresion lineal sin pesos estadisticos
(calculadoras). Esta préctica es
desaconsgjable, ya que no considera la
propagacion del error en la ecuacion
transformada, por lo que la estima de
los parametros y sus limites de
confianza son erréneos. Para gjustar
ecuaciones no lineadles, lo més correcto
es la regresion no lineal con pesos
estadisticos a la ecuacion directa
(y=f(x)), sin transformacién alguna (ver
diapositiva 20).
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Discriminacién entre modelos

Lo habitual es que se dude entre modelos alternativos dentro
de una secuencia, por ejemplo en una mezcla de isoenzimas :

Vinax OS] || Vimax @[S] + Vinax M[S]
KM(1)+[S] Km@+[S Kmm +[S]
1) Conviene comparar la bondad de los 2 ajustes rivales:

WSSQ, residuales, test de las rachas,
limites de confianza de los pardmetros...etc

2) Se debe aplicar el test “F” (modelos jerarquizados) :

[(SSQl— SSQz)/(m2 _ml)] / Si F>F(95%) seaceptamodelo 2
SSQz/(n-m,) Si F<F(95%) seaceptamodelol

3) Otros criterios para modelos jerarquizados y no jerarquizados son:
Criterio AIC de Akaike, Mallows Cp

F=

Diapositiva 21

Discriminacién por superposicién de ajustes

Cinelica de la fosfalasa alealina E. coli a 2180
200

Ajuste a medelo 1

g roob

& r' Ajuste o modele 2

ER

i |

ER!

0.00 - - - i ]
oo 0.0 20.0 300 00 0.0
[s] (M}
Diapositiva 22

Ajuste a ecuaciones de 2 variables

Ecuacion:
Inhibicion competitiva:

Datos:

ot T TDE T T D

Sustrato: 2 4 6 8 2 4 6 8 ...

velocidad: 52 63 71 91 32 52 64 75 ...

Diapositiva 23

21) Cuando se andliza un sistema
bioquimico, lo normal es que se dude
entre modelos aternativos dentro de
una secuencia jerarquica (1 isoenzima,
2 ispenzimas...), Se impone pues alguna
estrategia para discriminar  entre
modelos rivales. Esta discriminacion
suele hacerse comparando la bondad de
los distintos gjustes y en base a test
estadistico " F", que valora si es 0 no
estadisticamente significativa la mejora
que experimenta habitualmente €
sumatorio de residuales al cuadrado &
pasar de una ecuacibn de menos
pardmetros a otra de mas parametros
(Diapositiva 21).

22) Otro criterio para la discriminacion
entre modelos es la superposicion de los
ajustes respectivos, con €l fin de observar
si los puntos se distribuyen a azar a ambos
lados de la curva gjustada (buen agjuste) o si
presentan tendencia a las rachas (mal
gjuste). Esta discriminacion visual se puede
hacer tanto en la representacion directa de
la ecuacion (diapositiva 22), como en otro
tipo de transformaciones de la misma,
principalmente transformaciones lineales
gue son muy intuitivas. Pero esta estrategia
de transformaciones lineales sdlo es vélida
a efectos gréficos de discriminacion o de
presentacion final de resultados, ya que €l
gjuste y la determinacién de los pardmetros
se deben hacer en € espacio directo.

23) Hasta ahora nos hemos referido al
caso de solo una variable independien-
te. Pero ocurre en Ciencia que es muy
frecuente € estudio de sistemas con 2
variables independientes 0 més, como
ocurre por gemplo con la inhibicién
competitiva en Bioguimica, en la que la
velocidad de reaccion depende de la
concentracion del sustrato y del
inhibidor (Diap. 23).



Superficie ajustada

Ajuste a la superficie v=f{[S].[1])

_ VealS]

g
A
Km[1+ K )45}

[Inhibidor] ..

Velocidad

Diapositiva 24

Ecuacion diferencial simple

Ejemplo : Cinética de orden uno

Tiene solucién analitica sencilla:

Modelizaciéon en ecuaciones diferenciales

Sistema de ecuaciones diferenciales

Ejemplo : Modelo de Michaelis-Menten

E4+SemES—Y2 ,E4P
-1
A—B ‘il
prall Ki[E][S] + k-1[ES] + k2 [ES]
t
o dA]_
dt kA %] = - ka[E][S] + k1[ES]
t

(A] =[A], .e ™

4Pl
at 2 [ES]

deIiS] = ki[E][S] - k1[ES] - k2 [ES]
t

Integran numéricamente (Adams, Gear...)

Diapositiva 25

Ajuste de ecuaciones diferenciales

Modelo de Michaelis-Menten reversible Datos
k. k
E+S%1ES%ZE+P [SI | [PI |[ES] | [E]
d[E
%: - Ki[E][S] + ka[ES] + k, [ES] - ke [P][E] |87 [ O] O [ 02
g 7.7 | 0.8]0.02] 0.07
% = - ka[E][S] + k1[ES] 7.1 1.2 0.04| 0.03
d[ES] 6.5 | 1.8] 0.07 ] 0.02
ar - KIUEIS] - k4[ES] - k2 [ES] +k2[P][E] [|6.1 | 2.3] 0.08 | 0.01
%: k2 [ES]- k-2[P][E]

Diapositiva 26

“ Ajuste de ecuaciones a curvas’

24) Estas ecuaciones en dos variables
independientes también se pueden
gjustar por técnicas de regresion no
lineal. En este caso lo que se gjusta no
€S una curva sino una superficie, como
puede observarse en la diapositiva 24
parala inhibicion competitiva, donde se
ha representado la velocidad en el ge
“Z", la concentracion de sustrato en €l
ge“x" yladd inhibidor en el gje“y”.

25) La modelizacion en  ecuaciones
diferenciales puede presentar diferentes formas.
Si se trata de una ecuacion diferencial simple, lo
usual es que sea de una variable independiente,
una variable dependiente y varios parametros.
Este caso se suele integrar la ecuacién
diferencia analiticamente y realizar el guste en
base a la ecuacion integrada correspondiente.
Cuando se trata de varias ecuaciones
simulténeas, el caso mas frecuente es el de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
en el que solo hay una variable independiente
(normalmente e tiempo), varias variables
dependientes y diferentes parametros (Diap. 25).
Su ajuste a los datos experimentales se aborda
por técnicas de integracion numérica y
optimizacion. Los sistemas de ecuaciones con
mas de una variable independiente (por g emplo
tiempo y distancia), llamados en ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, son menos
frecuentesy més dificiles de tratar.

26) Un demplo de ecuaciones
diferenciales ordinarias para el modelo
de “MichadlisMenten reversible” se
muestra en la diapositiva 26.

Si quisiéramos gjustar ese sistema de
ecuaciones a los datos empiricos de
todas o dgunas de las variables,
necesitariamos un programa que hiciera
simultaneamente  una  integracién
numérica de las ecuaciones diferen-
ciales seguida de una comparacion con
los puntos experimentales. Y asi
iterativamente hasta que e guste
acanzaralaconvergencia.
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“ Ajuste de ecuaciones a curvas’

Integracién y ajuste de Michaelis-Menten

0.900 4
=
= 0.675 |
2
£ 0450 |
g
£ 0225
<
o000 4 o
0.0 25 5.0 7.5 10.0
tiempo (min}
Diapositiva 2

Ejemplo de regresién no lineal con SIMFIT

Con una preparacion enzimatica de dos isoenzimas se realiz6 el siguiente estudio:
8 puntos experimentales, en el margen de concentraciones de 0.05 a 50 mM,
espaciados logaritmicamente y realizandose 5 réplicas por punto (40 datos en total).

¢Tienen las 2 isoenzimas la misma Vmax y Km?

v = Ve @[S] | Voo @[S]
Kno+[S] [K,, @+[S]

w; =1/s?

WSSQ =Y (1/s?)(v, - f(p.[s])?

Diapositiva 28

Ajuste a 1 Funcién de Michaelis-Menten

Iteracidn WSsQ (1:1) Algoritmo Blsqueda al azar
0 3.627E+04
1 7.945E+03
14 1.308E+03
Bisqueda 1 terminada (Sigma = 1.00)
43 1.131E+03
46 6.811E+02
61 6.444E+02

Bisqueda local terminada (Sigma = 0.10, 0.20)
WSSQ antes de la bisqueda = 3.627E+04
WSSQ después de la blsqueda = 6.444E+02

Estimas iniciales de los parametros Algoritmo Cuasi-Newton
Vmax (1) = 1.609E+00
Km(l) = 1.669E+00

WSSQ antes del ajuste = 6.444E+02 0-p

WSSQ después del ajuste = 2.428E+02 redundancia: t= (o)
N° Parametro Valor Err. estand. ...Lim.conf.95%.. ]

T @ax(D) 176I7E+00 2.90E-02 TI.56Er TZBET 00 (p<0.05)
2 Km(1) 1.525E4+00 3.68E-02 1.45E+00 1.60E+00  0.000

Diapositiva 29

27) En la diapositiva 27 puede
observarse el guste de las ecuaciones
diferenciales comentadas en e punto
anterior a unos datos experimentales
simulados. Estas integraciones y gjustes
con ecuaciones diferenciales ordinarias
se pueden hacer en SIMFIT con €
programa DEQSOL.

28) A modo de caso préctico veamos
como abordar con SIMFIT algin gjuste
por regresion no lineal. Imaginemos
una preparacion enzimatica de dos
ispenzimas, con la que se hace un
estudio cinético con el abjetivo de ver s
las 2 ispenzimas tienen la misma V s Y
Kn ¥ en su caso determinar estos
valores. En esencia se trata de
discriminar si la ecuacion de velocidad
requiere 1 o 2 términos de Michaelis-
Menten (ver Diap. 28), para lo cua
vamos a hacer un gjuste de regresion no
lineal con pesos estadisticos a los dos
model os alternativos.

29) Primero e programa gjusta a los
datos la funcion con sélo 1 término de
MichaelisMenten. Comienza con un
algoritmo de busqueda a azar que va
probando diferentes valores de los
pardmetros y se va quedando con los
gue dan un menor valor de WSSQ. Esos
valores entran como estimas iniciales a
un agoritmo de gradiente Cuasi-
Newton, que sigue optimizando el
WSSQ hasta que se dcanza la
convergencia. Hecho esto € programa
muestra los valores de los parametros,
su eror estdndar, sus limites de
confianza y € vaor de “p’ de
redundancia de cada pardmetro (Diap.
29).



Matriz de correlacién de los pardmetros
1.000

0.876 1.000 Yexp Yajus. Yexp.” Yajus.

i
Var.indep. Ezr./e,sténd. Residuales Resids.pond.
~TTUOUE-02 ~F-ITIE-0T 5TZISESD F=Uz ~TTSTSETUT  2.536E+00

5.000E-02 6.381E-04 5.309E-02 5.133E-02 1.759E-03 2.757E+00
5.000E-02 6.381E-04 5.226E-02 5.133E-02 9.279E-04 1.454E+00
5.000E-02  6.381E-04 5.219E-02 5.133E-02 8.599E-04  1.348E+00
5.000E-02  6.381E-04 5.151E-02 5.133E-02 1.809E-04  2.836E-01

5.000E+01 5.995E-02  1.729E+00 1.569E+00 1.600E-01 2.669E+OO
5.000E+01 5.995E-02 1.865E+00 1.569E+00 2.958E-01 4.934E+00
5.000E+01 5.995E-02 1.855E+00 1.569E+00 2.865E-01 4.779E+00**
5.000E+01 5.995E-02 1.773E+00 1.569E+00 2.041E-01 3.404E+00**
5.000E+01 5.995E-02 1.763E+00 1.569E+00 1.937E-01 3.231E+0

I(Err.rel.resid.: snases ]160%,oveew >80%, **** >40%,*** >20%,** >10%,* >5%) I

Diapositiva 30

Andlisis global de los residuales (importante)

Andlisis de Residuales :
Anilisis de residuales: 2.428E+02 | weighted sum of squares
P(Ji-cuadrado >= WSSQ) ~000 Rechazar al 1% significancia

Estadistico de Durbin-Watson 0.250 <1.5 (correlacién valores +)
W de Shapiro-Wilks (resid.pond.)
Nivel de significancia de W

Test AIC de Akaike (SC Schwarz) 2.237E+02 ( 2.234E+02)

Veredicto sobre bondad ajuste: bueno cualitativo (poco valor)

R-cuadrado, cc(teoria-datos)”2 = 0.982 Test x2 (p < 0.01)
Mayor err. rel. en residuales =

Menor err. rel. en residuales =  0.35 %

Media de err.rel. en residuales =

Residuales con err.rel. 10-20 % = 15.00 %

Residuales con err.rel. 20-40 % =  0.00 %

Residuales con err.rel. 40-80 % =  0.00 %

Residuales con err.rel. >80 % =  0.00 %

Nimero residuales < 0 (m) = 21

Nimero residuales > 0 (n) = L

Nimero Je rachas observadas (r) = 7

P(rachas =< r , dados m y n) = 0.000 Rechazar al 1% significancia
Valor en cola inferior al 5% = 15

Valor en cola inferior al 1% = 13 Test rachas (p < 0.01)
P(rachas =< r , asumiendo m+n) = 0.000

P(signos =< menor n° observado) = 0.875

Diapositiva 31

Residuales pond. frente a teoria

5.00 Hay 7 rachas (pocas para 40
residuales), eso significa un ajuste
“sesgado” (los residuales debieran
2.504(% estar al azar y no en “racimos”)

0.001\/"

-2.50

Residuales ponderados

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60
Valores ajustados

Diapositiva 32

“ Ajuste de ecuaciones a curvas’ 11

30) Sigue después mostrando la matriz
de correlacion de los parametros y una
tabla completa con los valores de
“Yexperimentalna “y::u'ustada” y los residuales
(Yexperimenta=Yajustada). Si €l error relativo
del residua es grande, se levanta un
asterisco 0 més de uno a la derecha del
residual, indicando que €l error relativo
es > del 5%, > del 10% ....etc (ver
Diap. 30).

31) A continuacion se muestra un
andlisis global de los residuales. Se da
e valor de WSSQ, que s € gjuste es
bueno debiera seguir una distribucién
Ji-cuadrado con n-par. grados de
libertad, extremo que se encarga de
analizar la “p” correspondiente, que en
este caso vale 0.000 (p < 0.05) y hace
gque se levante una “banderd’ a la
derecha con un “Rechazar a 1 % de
significancia’. Luego sigue €l valor de
R?, la media de los errores relativos de
los residuales, @ n° de residuales
positivos y negativos, € n° de rachas, la
“p’ del test de las rachas, que en este
caso vale 0.000 (p < 0.05) y hace que se
levante la “bandera’ correspondiente.
(Ver Diap. 31).

32) El prograna permite hacer
también una gréfica de los residuales,
en este caso de residuales ponderados
(considerando sus pesos) en ordenadas
frente a los valores tedricos gjustados
(Diap. 32). Para este gjuste se observan
7 rachas, que son pocas para 40
residuales, donde cabria esperar una
distribucion mas a azar y por tanto
mayor nimero de rachas. Esto significa
un guste sesgado, lo que unido &
andlisis hecho en el punto anterior (31),
nos va llevando a la conclusion de que
la bondad de este gjuste es escasa.
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Datos y ajuste a 1 MM

2.00
2
[=13)
g
‘s 100
g
S
g
Z
-
0.00
00 100 200 30.0 40.0 50.0

[3] (mM)

Diapositiva 33

Ajuste a 2 Michaelis-Menten
Iteracién WSSQ (2:2)

[ 3.627E+04 i 1
! LT Algoritmo busqueda al azar
7 3.393E+03
21 1.262E+03
30 8.976E+02
143 5.505E+02
Bisqueda 1 terminada (Sigma = 1.00)
5.462E+02
195 4.145E+02
202 3.354E+02
222 2.044E+02

Bisqueda local terminada (Sigma = 0.10, 0.20)

Para la biisqueda al azar 2:2

N° de mejoras em 320 ciclos = 9
WSSQ antes de la bisqueda = 3.627E+04
WSSQ después de la bisqueda = 2.044E+02

iales de los pardmetros B .
1.530E+00 ? Algoritmo Cuasi-Newton
6.222E-01

= 1.500E+00

= 1.091E+02
WSSQ antes del ajuste = 2.044E+02
WSSQ después del ajuste = 3.442E+01

Ajuste 2:2 Funcién de Michaelis-Menten

N° Pardmetro vValor Err. estind.  ...Lim.conf.95%.. Las 4"p"
o TTe

Tmax (1) J-II7E-0T 5 T0E-T TIPE-0T  I.07E:00

1 n T
<0.

2 vmax(2) 1.033E+00 8.81E-02 8.55E-01 1.21E+00 o.000 0N <005,

3 Km(1)  9.823E+00 2.39E+00  4.97E+00 1.47E+01 0.000  Parametros

4 Km(2) 1.033E+00  6.43E-02  9.03E-01  1.16E+00  0.000 distintos “0"

Diapositiva 34

Matriz de correlacién de los paradmetros
1.000

-0.834 1.000

0.990-0.869 1.000
0.930-0.593 0.882 1.000

Var.indep. Err.estind. Var.dep.  Teoria Residuales Resids.pond.
5.000E-02  6.381E-04 5.295E-02 5.242E-02  5.310E-04  8.322E-01
5.000E-02  6.381E-04 5.309E-02  5.242E-02  6.720E-04  1.053E+00
5.000E-02  6.381E-04 -1.590E-04 -2.491E-01
5.000E-02  6.381E-04 5.219E-02  5.242E-02 -2.270E-04 -3.557E-01
5.000E-02  6.381E-04 5.151E-02  5.242E-02 -9.060E-04 -1.420E+00

5.000E+01 5.995E-02 1.729E+00 1.791E+00 -6.235E-02 -1.040E+00
5.000E+01 5.995E-02 1.865E+00 1.791E+00 7.345E-02 1.225E+00
5.000E+01 5.995E-02 1.855E+00 1.791E+00 6.415E-02 1.070E+00

5.000E+01 5.995E-02 1.773E+00 1.791E+00| -1.825E-02 -3.044E-01
~T63E+00

5.000E+01 5.995E-02 1.791E+00 -2.865E-02 -4.779E-01

(Err.rel.resid.: *****x >160%, ****x >80%, **** >40%,*** >20%,** >10%,* >5%)

Diapositiva 35

33) La mejor confirmacion de que e
guste no es bueno, como venimos
apuntando, es representar los puntos
experimentales junto a la funcién
gustada (Diap. 33). A la vista de esta
grafica se comprueba gque el guste esta
sesgado, ya que los ultimos puntos los
ha dejado claramente por encima de la
curva.

34) Autométicamente, e programa
comienza a gustar la funcién con 2
términos de Michaelis-Menten (Diap.
34). Entra primero e agoritmo de
blUsqueda y después e de gradiente
Cuasi-Newton, mostrando finalmente la
tabla con los 4 pardmetros de esta
funcién (2 Ve Y 2 Kin), asi como sus
limites de confianza y sus valores de
“p” de redundancia del pardmetro. Las
“p” son todas < 0.05 y los limites de
confianza parecen razonables. Luego la
bondad de los pardametros parece
adecuada.

35) A continuacién se muestra para
este gjuste la matriz de correlacion de
los parametros y latabla con los valores
de Var. dep. (Vo). Teoria (“Yaw)" ¥
los residuales (Yep-Ysus). En esta
ocasion  los  residuales  parecen
pequefios, ya que no se levantan
asteriscos a la derecha de los mismos,
indicando que €l error relativo no es >
del 5 %, > dd 10 % ...etc (ver
diapositiva 30).



Andlisis global de los residuales para 2 MM

Andlisis de Residuales

Andlisis de resiguales: (disminuyo (antes 2.43E+02))
.

P (Ji-cuadrado >= WSSQ)

R-Cuadrado, cc(teoria-datos) 2 T35s > Testy? (buen ajuste p > 0.05)
Mayor err. rel. en residuales 5.64 %

Menor err. rel. en residuales 0.21 %

Media de err.rel. en residuales (disminuy6 (antes 5.66 %))
TResiduales con err.rel. 10-20 % U.00 %

Residuales con err.rel. 20-40 % 0.00 %

Residuales con err.rel. 40-80 % 0.00 %

Residuales con err.rel. > 80 % 0.00 %

Nimero residuales < 0 (m)
Nimero residuales > 0 (n)
Nimero de rachas observadas (r)
Plrachas =< r , dados m y n)
Valor en cola inferior al 5%
Valor en cola inferior al 1%

21

19
@8 (aument6 (antes 7))
C@-217>(test rachas (buen ajuste (p > 0.05))

13

Bewonomowmowowww wwwwwowowowowwowowouw

P(rachas =< r , asumiendo m+n) 0.261

P(signos =< menor n° observado) 0.875

Estadistico de Durbin-Watson 2.019

W de Shapiro-Wilks (resid.pond.) 0.982

Nivel de significancia de W 0.776

Test AIC de Akaike (SC Schwarz) 1.495E+02 ( 1.489E+02)
Veredicto sobre bondad ajuste: increible

Diapositiva 36

Residuales pond. frente a teoria

2.00 x
2 x
o x x %
s 100X « *
o x x x x x
E h x
Q x x x x
A 0.00d et e e
3 ¥ x x x x %
- x x x
! * .
= -100] & x x
3 x
O x
~ x x

-2.00

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

Valores ajustados

Los residuales estan mas al azar (18 rachas frente a 7 de antes).
El ajuste no esta sesgado (es mejor ajuste)

Diapositiva 37

Ajustes superpuestos

2.00 Ajuste a 1 MM
m
1)
=]
£ 100
g
3
g
&
>

0.00

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0
[S] (mM)

Diapositiva 38

“ Ajuste de ecuaciones a curvas’ 13

36) A continuacion se muestra el
andlisis de los residuales de este gjuste.
El valor de WSSQ ha disminuido
apreciablemente respecto al del modelo
previo. La“p’ del test ji-cuadrado para
WSSQ vale ahora 0.544 (p > 0.05) lo
gue indica un buen gjuste. El valor de
R? vale ahora 0.998 (frete a 0.982 del
modelo previo). La media de los errores
relativos de los residuales ha bajado de
5.66 % en e modelo previo ha 1.96 %
del actual. El n° de rachas ha subido de
7 en e modelo anterior a 18 en €
actual, con un “p” en € test de las
rachas de 0.217 (p > 0.05), lo que
significa una distribucion més al azar de
los residuales, mejor gjuste (Diap. 36).
37) En este gjuste (diapositiva 37), la
representacion de los residuales
ponderados (con pesos) frente a los
valores tedricos gjustados presenta una
distribucion mucho més a azar que en
el gusto a modelo previo. Esto
significa un guste mucho menos
sesgado, 1o que unido a andlisis hecho
en € punto anterior (36), nos va
llevando a la conclusién de que la
bondad del gjuste actual es mayor que
ladel gjuste previo.

38) Otra confirmacion de que el gjuste
actua a 2 MM es megjor que € aguste
previo a 1 MM, nos lo brinda la
superposicion de los dos gjustes a los
puntos experimentales (Diap. 38). A la
vista de esta gréfica se comprueba que
d guste a2 MM se adapta mejor a los
puntos que e guste a 1 MM. Esta
confirmacion visual es muy valiosa para
un investigador, pero parece que hace
falta algun criterio estadistico que lo
sancione cuantitativamente. Entro estos
criterios se encuentra e test F, €
criterio de Akaikey otros.
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39) El propio programa se encarga de
aplicar €l test “F’ a los dos WSSQ
B, s, obtenidos, e del modelo previo (242.8)
: y €l del actual (34.42). No hay duda de
que e WSSQ se ha reducido en ocho
veces, pero también se ha incrementado
el n° de parametros de 2 a 4. ¢Es
significativa esta disminucién del
WSSQ?. De eso se encarga € test “F”,
e proporcionandonos en esta caso una
B b g T @ oo p=0.0000 (p < 0.01), por lo que
Acepte tentativamente el modelo actual de ajuste. podemos rechazar el moddo pra/lo al 1
% de significancia y quedarnos con €
modelo actual, porque aungue tiene mas
pardmetros éstos estarian justificados.

WSSQ previo

WSSQ actual

N parametros previos
N° pardmetros actuales
N° de valores x
Akaike AIC previo
Akaike AIC actual
Schwarz SC previo
Schwarz SC actual
Mallows Cp (Cp/M1)

Grad. lib. numerador

’ (disminuye AIC, rechazar modelo previo)
1.495E+02

2.234E+02

1.489E+02
2-12“1*02 ( (1-090E+02) (Cp/M, > 1 rechazar modeld pref

36
1.090E+02
= p<0405, la disminucién en WSSQ es sigQ
F(F =< EF) 1.0000
Cola superior al 5% 3.259E+00
Cola superior al 1% = 5.248E+00

Grad. lib. denominador
Estadistico F (EF)
£

Diapositiva 39
40) Una dltima prueba, acerca de si 2
Deconvolucién: 2 Michaelis-Menten términos de MM estarian justificados
2,00 - para gjustar los datos experimentales,
_____________________ 8 seria €l hacer una deconvolucion de la
BT funcion a los dos términos que la
e forman y comprobar si su participacion

> 100 es suficientemente relevante. En este

caso (ver Diap. 40) se puede apreciar
gue los dos términos contribuyen casi
por igua a la funcion total. Parece
00 100 200 300 400 500 razonable suponer que cada una de las 2

[S] isoenzimas tiene una cinética diferente,
pero globamente se solapan para dar
una Unica curva v-[S] que es la que se
observa experimental mente.

0.00 -

Diapositiva 40
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