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@ En ciencias e ingenieria es frecuente que un experimento
produzca un conjunto de datos (x1, y1), ..., (Xn, ¥n), Siendo
las abcisas {xx} distintas entre si.
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@ En ciencias e ingenieria es frecuente que un experimento
produzca un conjunto de datos (x1, y1), ..., (Xn, ¥n), Siendo
las abcisas {xx} distintas entre si.

@ Uno de los objetivos del calculo numérico es la
determinacién de una formula y = f(x) que relacione las
variables (ajustar una curva a datos experimentales).
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Definiciones

@ En ciencias e ingenieria es frecuente que un experimento
produzca un conjunto de datos (x1, y1), ..., (Xn, ¥n), Siendo
las abcisas {xx} distintas entre si.

@ Uno de los objetivos del calculo numérico es la
determinacién de una formula y = f(x) que relacione las
variables (ajustar una curva a datos experimentales).

@ Normalmente se dispone de una serie de férmulas
previamente establecidas, y lo que hay que hallar son los
valores mas adecuados de unos coeficientes o0 unos
parametros para estas férmulas.
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Definicion
Se definen los errores o desviaciones o residuos asi:
ek =F(Xx) —yi; 1 <k <N.
Se definen las siguientes normas que se pueden usar con los

residuos para medir la distancia entre la curva y = f(x) y los
datos:

Error Maximo:

Eoo(f) = max {|f (xk) — y«| : 1 <k <N},
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Definiciones

Error Medio: N
1
Ev(f) = 5 2 I (%) = %l
k=1

Error Cuadratico Medio:

1/2

N
Ex(f) = (,1\/ D I (k) — Yk\2> : (1)
p
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Rectas de Regresion en Minimos Cuadrados

Definicion

Sea {(xk,yk)},':’:1 un conjunto de N puntos cuyas abcisas {xk}
son todas distintas. La recta de regresion o recta dptima en (el
sentido de los) minimos cuadrados es la recta de ecuacion

y = f(x) = Ax + B que minimiza el error cuadratico medio
E5(f).
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Rectas de Regresion en Minimos Cuadrados

De (1), notar que Ex(f) sera minima sii lo es
N
N(E2(f)? =" (Axc + B— yi)?
k=1

Geométricamente es la suma de los cuadrados de las
distancias verticales desde los puntos {(xk, yx)} hasta la recta
y = Ax + B.
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Rectas de Regresion en Minimos Cuadrados

Teorema: Recta de Regresion en Minimos Cuadrados

Sean {(xk, yx)}~_; N puntos cuyas abcisas {Xx}r_; son
distintas. Entonces, los coeficientes de la recta de regresion

y=Ax+B

son la solucion del siguiente sistema lineal, conocido como las
ecuaciones normales de Gauss:

N N N
<fo) A+ (Zxk> B = ZXK}%
k=1 k=1 k=1
N N
(Zm) A+NB = >y
k=1

k=1
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El Ajuste Potencial y = Ax™

Algunas situaciones se modelan mediante una funcién del tipo
f(x) = AxM, donde M es una constante conocida. En estos
casos solo hay que determinar un parametro.
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Teorema: Ajuste Potencial

Supongamos que tenemos N puntos {(xk,yk)},':’:1 cuyas
abcisas son distintas. Entonces, el coeficiente A de la curva
potencial 6ptima en minimos cuadrados y = AxM viene dado
por

<Z/,:I:1 Xl%’k>

A (25:1 XEM) '
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El Ajuste Exponencial y = Ce*

Se desea ajustar una curva exponencial de la forma
y = Ce™ (2

a un conjunto de puntos {(xx, yk)},’y:1 dado de antemano.
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Opcién 1: El método de linealizacién de los datos

Tomando logaritmos en (2):

In(y) = Ax + In(C).
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Opcién 1: El método de linealizacién de los datos

Tomando logaritmos en (2):
In(y) = Ax + In(C).
Haciendo un cambio de variables (y de constante):

Y =In(y), X = x, B=1In(C),
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Opcién 1: El método de linealizacién de los datos

Tomando logaritmos en (2):
In(y) = Ax +In(C).
Haciendo un cambio de variables (y de constante):
Y =In(y), X = x, B=1In(C),
se obtiene una relacion lineal entre las nuevas variables Xy Y:

Y =AX +B. (3)
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Opcién 1: El método de linealizacién de los datos

Ahora se calcula la recta de regresién (3) para los puntos
{(Xk, Yk)}, para lo que planteamos las correspondientes
ecuaciones normales de Gauss

N N N
<Zxk2> A+ <Zxk> B = > XY
k=1 k=1 k=1
N N
<Zxk> A+NB = > Y,
k=1 k=1

que constituyen un sistema de ecuaciones lineales para las
incognitas Ay C. Una vez calculados A y B, hallamos el
parametro C de (2): C = eP.
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Opcién 2: El método no lineal de los minimos
cuadrados

Se debe hallar el minimo de la funcién
N 2
E(A.C) =) (Ce® — )

k=1
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Opcién 2: El método no lineal de los minimos
cuadrados

Se debe hallar el minimo de la funcion

N 2
E(A.C) =) (Ce™ ).

k=1
Para ello, hallamos las derivadas parciales

N

275 = 2; (CeAX* — yk> kaeAXk,
N

% = 2) (CeAX* —yk) ™.

ES
I

1
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Opcién 2: El método no lineal de los minimos
cuadrados

Igualando a cero obtenemos las ecuaciones normales

N N
CZXKGZAXk—ZXkykeAXk = 0,
k=1 k=1

N N
CZ 2% _ ZykeAxk — o,
k=1 k=1

que es un sistema de ecuaciones no lineales para las
incognitas Ay C.
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Opcién 2: El método no lineal de los minimos
cuadrados

@ Se puede resolver este sistema con el método iterativo de
Newton-Raphson.
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Opcién 2: El método no lineal de los minimos
cuadrados

@ Se puede resolver este sistema con el método iterativo de
Newton-Raphson.

@ Se pueden utilizar métodos para minimizar funciones de
varias variables, para hallar el minimo de la funcién
E(A, C) directamente. Por ejemplo, el de Nelder-Mead. En
este caso, no se necesita calcular las derivadas parciales.
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Combinaciones Lineales en Minimos Cuadrados

Este problema se formula asi: Dados N puntos {(xk, yx)} y un
conjunto de M funciones linealmente independientes {f(x)},
encontrar M coeficientes {c;} tales que la funcion f(x) definida
como la combinacion lineal

M
f(x) =Y gfi(x)
j=1

minimice la suma de los cuadrados de los errores
N N M 2
E(C1,Conrs C) = D (F(x) =y )2 =D [ [ Do) | = v | -
= =1 j=1

k=1
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Combinaciones Lineales en Minimos Cuadrados

Para que E alcance un minimo en un punto, {c;} debe ser la
solucién del sistema de ecuaciones lineales:

9E N M
%:Z chfj(xk) —.Vk) (fi(xk))=0;i=1,2,... M
1 /:1

k=1
M /N N

= Z( fi(Xk)fj(Xk)> G=> i)k i=1,2,..,M, (4)
=1 \k=1 pa

llamadas ecuaciones normales de Gauss. Es un sistema de
ecuaciones lineales de orden M x M. Las incognitas son los
coeficientes {¢;}.
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Formulacion Matricial

Si se define
plal Bl - la) ROa) RO A0 e ()
e S I A 7;_[&(4) Ble) b0 o 0w |
R () o) h0e) )
& 7
c= C2 % 1Z] ,
m N

entonces (4) se puede escribir como

FFC=FY,

cuya incégnita es C.
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Ajuste Polinomial

Cuando el metodo que se acaba de describir se aplica al caso
en el que se tienen M+1 funciones dadas por {fi(x) = x¥~'}, la
funcién f(x) sera un polinomio de grado <= M:

f(X) = c1 + CoX + Cax® + ... + Cury g XM
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Ajuste Polinomial

Teorema: Parabola 6ptima en minimos cuadrados

Suponer que se tienen N puntos {(xk,yk)},':’:1 cuyas abcisas
son todas distintas. Los coeficientes de la parabola de
ecuacion

y=1f(x)=Ax*+Bx+C

que mejor se ajusta a dichos puntos en el sentido de los
minimos cuadrados son las soluciones A, B y C del sistema de
ecuaciones lineales
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Ajuste Polinomial

N N
x| B+ (D _xk)C = D> i,
k= k=1

N N N
> xE) B+ Xk) C = > ¥
= pa
N

N

C = Z Yk
k=1
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