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Ingenierfa de Telecomunicacién

. Ejercicios: Func. varias variables
Fundamentos Mateméticos I

| Dada las superficies
O z=a 4y R a——

Se pide:
(a) Representar las trazas
(b) Obtener las curvas de nivel
(¢) Realizar un bosquejo de su grafica

Se trata de un paraboloide

Al cortar por planos x=cte: Parabolas z = cte 4 1>

<Z Profesora: Elena Alvarez Saiz




Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Func. varias variables
Fundamentos Mateméticos I

3

Al cortar por planos y=cte: Pardbolas z = z? + cte

Profesora: Elena Alvarez Saiz :>
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Ingenieria de Telecomunicacién

Fundamentos Matematicos I

cte (curvas de nivel): Circunferencias Cte = z° + 7> (Cte > 0)

Al cortar por planos z

Lineas de contorno
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Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Func. varias variables
Fundamentos Mateméticos I

(2) Se trata de un hiperboloide

2

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ingenierfa de Telecomunicacién

Fundamentos Mateméticos I

Ejercicios: Func. varias variables

2
Curvas y=cte: Hipérbolas Cte = % —

T4y

Representar el dominio de la funcién f (x,y) = J2? — yPer Y

<Z Profesora: Elena Alvarez Saiz



Ejercicios: Func. varias variables

Ingenierfa de Telecomunicacién

Fundamentos Matematicos 1

El dominio es el conjunto de los puntos Domf = {(w,y) € R? /(:r — y)(m + y) >0, z= y}

es decir, los puntos del plano comprendidos entre las rectas x=y, x=-y salvo los de la recta

x=y, graficamente

. . ) Bf of 82f o f
S dera la f ) =e" +—+ 2z + 3 Calcular —, —
e considera la funcién f(x y) e y sen(( @ y) ) alcular 95’ By’ 522" 9ady

5,(2-1), £,(01), £, (2-1).

Solucién:

of _ w1

o ye™ + y + 27rcos((2x + 3y)7r)
of w &

B_y = ge™ — y_2 + 37rcos((2x + 3y)7r>

2

G _ ypem — (2n )} sen((22 + 3y) )
ox?

o*f

— Ty xy_l_ 2
920y e + zye e 67rsen((2x+3y>7r)

fz(O,l) =1+1+ 27rcos(37r) =227

Dada la funcién

oyt — 2ty
flzy) =1 28 + y?
0 T =—y

T = —y

a) Hallar fﬁ( ) y fy( )
b) Calcule f,(z,y) y ( v)
c) Es fzy(0,0)=};$( ’ )

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos I

Solucién:

a) £.(0,0) = lim

h—0 h
0 + h)0* — (0 + h)*0
-0
3 3
= lim O+ +0 =lim— =0
h—0 h h—0 p4

0,0 + h) — £(0,0)

,(0,0) = 1im 24

h—0 h
0004+ h)* =0'(0+h)
3 3
~ lim 0° + (0 + h)
h—0 h
= lim2 =0
h—0 p4

b) Supongamos ahora que (m,y) con T = —y , entonces

(y' —42°y)(=® + ¢*) — (zy" — 2'y)(327)

ko @ + o)
;o= U’ =)@ +y) — (o' —aly)(3y)
Y (1'3 +y3)2

En los puntos (a, —a) se tendra:

f.(a,—a) = ;llli% fla + h, —afz — f(a,—a)

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz




Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos 1

at

(a+n)(~a)' = (a+h) (—a)
o (aen) (=) o (ath)(=a)' —(a+h)' (=)
h—0 h h—0 i (a 4 h>3 I <_a)3

-0

Como el numerador tiende a 2a° y el denominador a cero este limite no existe para a = 0.

o (of
¢) a—y[a](oa 0)
i[ﬁ](o,o) B AR AL R0 R ACT)
8:(/ Ox 6:(/ h—o
g (O Ryt — 4.0%.(0% + (0 + h)*) — (0(0 + h)* — 0%(0 + h))(0)
- GRACE
] h
= limh— =1
h—o h7
o|9of
21 %00
i[ﬁ](o,o) = %(0,0) = lim 4,0+ 1,0) - (0.0
oz dy ox h—o h
i O+ 10— 0+ )N.((0+ 1) +0° — (04 h)0" — (0 +1)'0)(0)
. h
= limi =-1
h—o h7

Luego no se verifica que f_(0,0)=f_(0,0).

El precio de un piso P en funcién de la superficie S y de la calidad de los materiales C viene dado por una

funcién P(S,C) . (Es razonable que g—g > 07 ;Es razonable que g—g <07

Solucién:
. OP C . . .
Si % > 0 significa que a mayor calidad de los materiales aumenta el precio de la

vivienda. Parece razonable.

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>




Ingenieria de Telecomunicacién

Fundamentos Matematicos I

. OP . = . C e
Si — < 0 significaria que al aumentar la superficie del piso el precio disminuirfa.

Esto no parece logico.

Funciones diferenciables. Diferencial de una funcién de dos variables

Sea  f(z,y) = 2° 4+ y* pruebe que es diferenciable en (0,0)

) AV ANy
N
““ﬂ‘%&!‘!ﬁ.ﬂ.‘.-—‘

Solucién:

Forma 1.- Utilizando la definicién

(0 + h,0) — f(0,0)

2 2
m—(OJrh) Ozlimh—:()
8.’1? h—0 h h—0 h h—0 h

=1i

2) 20,0 = lim

b) g—f((), 0) =0 (andlogo al apartado a) ya que la funcién es simétrica)
4

) £((0,0) + (Az,Ay)) = £(0,0) + gf (0,0).Az + Z—J;(O,O)Ay + e(Az,Ay) (A:L-f + (Ay)2

X

Profesora: Elena Alvarez Saiz
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos 1

Entonces

f(Az,Ay) = 0+ 0Az + 0Ay + e(Az, Ayl (Az) + (Ay) =
(as) +(ay)
(A2)" +(Ag)

€Az, Ay) = = J(az) +(Ay)

Veamos si lim e(Az,Ay) =0
(Az.Ay)—(0,0)

Utilizando coordenadas polares:

lim e(Az,Ay) = lim =0
(Az,Ay)—(0,0) ( v) p—0 |p|
506[0,27r}

Luego la funcién es diferenciable.
Forma 2.-

Como en todos los puntos del plano existen las derivadas parciales y ademds son

continuas la funcién es diferenciable en todo (x,y) € R?. En particular en el (0, 0).

Considere la funcién f(x,y) dada por:

o= | j_’ > @9 =00
0, (z,9) = (0,0)

ZT

) 0
a) Halle 8—f(0,0) y 8—’;(0,0)

b) (Es f(x,y) diferenciable en (0,0)?

¢) ;Qué puede concluir de (a) y (b) respecto a la diferenciabilidad de la funcién?

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ingenierfa de Telecomunicacién

Fundamentos Matematicos I

Ejercicios: Func. varias variables

oy

e

IR \@ﬂ”?’# o,
e R A e e L T

e -—%ﬁ%«'ﬁ}" ‘..'!..‘,"-?.0. /
e o

=

S e

IS

<
2%

Solucién:

a) Calculamos las derivadas parciales en el origen

0+h)—0 _
_ 2 2
of (0,0) = lim f(0+ h,0) = f(0,0) _ lim (0O+h)°+0 _ 1im£ _ 0
Oz h—0 h h—0 h h—0 p3
0.0+h)
_ 2 2
Q(O, 0) = lim f0.0+h) = f(0.0) lim 0 +(0+h) = limi =0
oy h—0 h h—0 h h—0 B3

b) Usemos la definicién de diferenciabilidad:

F((0.0) + (Az,Ay)) = £(0.0) + a—’;(o, 0)Az + Z—’;(o, 0)Ay + (Az, Agy(Az) + (Ayf,  Inego:
Ax.Ay
(A Ay) = (Ax>2.(Ay) :
(Az) +(Ay)

f(Az,Ay) = e(Az,Ay) (Aac)z + (Ay>2 entonces

(Az).(Ay)

el (aea)
(Az,Ay)—(0,0)

(A$>2 N (Ay)2 (Az,Ay)ﬁ(O,O)(<A$)2 . (Ay>2 )% ,

<: Profesora: Elena Alvarez Saiz




Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos 1

pero calculando los limites radiales:

(Az).(Ay)

Y v
oo

(n Ape(00)
AyZmha ((A$>2+<Ay>

= lim —
S (1 m? )

nos damos cuenta que no existe este limite. Por lo tanto, la funcién dada, no es
diferenciable en el (0,0)

c) Podemos concluir que el hecho de que las derivadas parciales existan en el (0,0) no

asegura diferenciabilidad en el punto

8 Sea la funcién

feg)=| a0 =00

0, (Z‘, y) = (07 0)

of of
1. Halle 2 (g, L (a,
alle 893(9: y) Y 6y(x Y)

2. (En qué direcciones v existe Df (0,0) 7
3. (Es f(x,y) diferenciable en (0,0)?

Profesora: Elena Alvarez Saiz :>
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos I

Solucién:
3 _ 9.5
a) Si(@y)¢(&®z¢§£@w>=%2r_%%§
Tty
Si (x,y) = (0,0), entonces
(0+hnP0
4 2
ﬁ(0,0) = lim fO+ 1,0 = f(0.0 = lim O+h) +0 = limE =0
Ox h—0 h h—0 h h—0 p
Ast:
3 5
o 2xy° — 2x2y S (x,y) i <0’0>
o™ = [+ +07)
0 Si (xy)=(0,0)
25 — 22y’

i(x,y)=(00
Anglogamente g—f(fﬂvy) =1z + 9 )2 # ()= (00) ( PRUEBELO !!!)
Y

Si (x,y) = (0,0)

b) Sea ¥ = (a,b) tal que [|v]|=1

ov

t—0 t

at®bt
7Y — 4,4 2,2
= lim —f(tv) 0 = lim fat,bt) = lim % ¢+ b
t—0 t t—0 t t—0 t
. a’bt? . t3(ab) . a’b a?
=lim——— = lim = lim = —

=0 t(altt 0] 20 B (M 07 0 e b
siempre que b sea distinto de cero.

En el caso de que b sea cero el vector v serd (1, 0) y por lo tanto

?mmzmﬁwm+ﬂw»<mm:

t—0 t
0
4
i IO 0y 0
t—0 t t—0 t t—0 ¢

Podemos concluir que la funcién posee derivadas direccionales en (0,0) en cualquier

direccién.

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz




Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matemaéticos 1

c) Para saber si f (x,y) es diferenciable en (0,0), resulta mds sencillo en este caso,

analizar primero la continuidad en (0,0). Veamos si existe  lim : f(z,y) : tomemos el
2)—(0,0

camino y = ma>

$2y mexZ . m m

lm —%— =lim—— = lim =
(#:4)=(0,0) 2t y2 =04 4 m2gt =071 4 m? 14+ m?
y=mx

Como el limite depende de m (de la pardbola) se puede concluir que f(x,y) no es

continua en (0,0) y en consecuencia, f(x,y) no es diferenciable en (0,0).

Notar que la existencia de derivadas parciales y derivadas  direccionales no implica

diferenciabilidad.

Estudia la diferenciabilidad de la siguiente funcién

f(zy) = %ﬁ-y? si (2,y) = (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

7 7

B 7

A

i /”'&’f?”h’l 1
7 AT A

e
T
2

i
7 i;;zf,:"w

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos I

Solucién:

(a) Calculamos inicialmente las derivadas parciales en el origen:

ox Az—0 Az T Ar—0 Ax

9 (0,0) = 1im f(A20) = 7(00) _ p, 0=0_

por simetria de la funcién ?(0,0) =0.
Y

Utilizamos la definicién para ver si es
diferenciable. La funcién serd diferenciable

si

(Az,Ay)—(0,0)

Se tiene que

£(82.89) = 1(0.0) - 9 (0.0)- 80 - 9 0.0 &y

lim i . -
(aray)=(00) (Az) +(Ay)
- lim f(AnAy) = im —M. 2
(Az,Ay)—(0,0) (A$)2 N <Ay)2 (Az,Ay)—»(O,O)(Ax)Z 4 (Ay>2

Este ultimo limite no tiende a cero
(basta calcular los limites radiales o pasar

a coordenadas polares).

Por lo tanto la funcién no es diferenciable en el origen.

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Fundamentos Mateméticos I

Relacién entre la diferencial y la derivada direccional. Gradiente.

1)) El conjunto de los puntos (x, y) con 0<z<5, 0<y<5 es un cuadrado colocado en el primer

cuadrante del plano XY. Supongamos que se caliente ese cuadrado de tal manera que
T(:r,y) = 22 + % es la temperatura en el punto P(x, y). (En qué sentido se establecers el flujo de

calor en el punto P, (2,5) ?

Indicacion: El flujo de calor en la regién estd dado por una funcién vectorial C (m,y)

porque su valor en cada punto depende de las coordenadas de éste. Sabemos por fisica

que C (m,y) serd perpendicular a las curvas isotermas T(m,y) =c¢ donde c es

constante. El gradiente y todos sus miltiplos verifican esta condicién. En esta
situaciéon nos dice la fisica que C = —KVT donde K es una constante positiva
(lamada conductividad térmica). Nétese que la razén del signo negativo es que el

calor fluye desde puntos de mayor temperatura a puntos de menor temperatura.

VA
LA s
S

Profesora: Elena Alvarez Saiz
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos I

Solucién:

Como T<3,4) = 25 el punto P estd en la isoterma T(x,y) = 25, que es un cuadrante
de la circunferencia 2 4+ y> = 25. Sabemos que el flujo de calor en P (2,5) es
C,=—-KVT, .
Como VT = 2x;+ 2y; se tiene que VT = 6;~|— 8}. Asi el flujo de calor en Po es:
C,=-K (6; + 8;) Como la conductividad térmica es positiva se puede afirmar que
el calor fluye en Po en el sentido del vector unitario:

L —[6i+sj) e -

BN ETT

01| Hallar @ y b para que la derivada direccional maxima de la funcién ety cos(x + y) — 2 =0 en el punto

(0,0) sea 3v2 en la direccion de la bisectriz del primer cuadrante

Solucién.-
La funcién z = ™+ cos(x + y) es continua por ser composiciéon de funciones

continuas y es diferenciable por ser las derivadas parciales continuas en todo R?:

z, = % = qe™ T cos(x + y) — e”*bysen(m + y)
z;j = 2—1; = be™ ™ cos(x + y) — e sen (z + y)

Esto significa que la derivada direccional en un punto siguiendo una direccién se
puede obtener como el producto escalar de la direccién por el gradiente en el punto

considerado.
D,f(0,0) = (Vf(0,0),u) = 372
Por otro lado el gradiente nos marca la direccién donde la derivada direccional es

méxima que en este caso es ademds la bisectriz del primer cuadrante luego en este

Caso:

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos 1

v | &

[95(0.0)] = 3¥2 >4

- a0~

Calculando el gradiente en el origen:
VF(0,0) = ai +bj
se tiene que cumplir que:

=a=25b

Va? +b* = 32 u = [%,%]

32 342
Por lo tanto, resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones:
a=b=3

Determinar, si es posible, un vector unitario v de modo que la derivada direccional de la

Y enel punto (1, 1, 1) y en la direccién de u sea V2.

funcién f(:v,y,z) = 1=

Puntuacién: 10 puntos

En el punto (1, 1, 1) la funcién f es diferenciable por tener derivadas parciales primeras

continuas, luego la derivada direccional es:

Df(1,1,1) = <Vf(1,1,1),z_;> -2

o __y of __z of _ l-uay
oz z o z 0z 22
O (- O (11— 9 (111) -
(%(1,1,1) =-1 ay<1’1’1> 1 82(1,1,1) 0

D,f(11,1) = ((~1,-10),(abec)) = V2

Se trata de resolver el sistema:

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Fundamentos Matematicos I

Ejercicios: Func. varias variables

Ca—b=A2 b=—a—+2
- 2
a2+t =1 02:_1—2a2—2\/§a:—(\/§a~|—1) <0 NO

Que no tiene solucién. Luego no es posible encontrar el vector pedido.

04| De una funcién z = f (x,y) diferenciable en todo R? se sabe que el plano tangente a f (x,y) en el punto

(1, 2) es: 22+ 3y + 4z =1. ;Se puede calcular con estos datos la derivada direccional de f en la

direccién que une el punto (1, 2) con el punto (3,4)7 Justificar la respuesta.

La direccién en la que nos piden calcular la derivada direccional es:

_(3_14_2)— we Lo L1
r=(31a2) = (22) > = [6&]

Como el plano tangente en el punto (1, 2) es

2m+3y+4z:1®$$+2y+z= )

> | —

que corresponde a la ecuacién

221+ a2y -2) ==~ s012) @

X

se tiene que cumplir que

O 1oyt 09y 3
81’(1’2)_ 2 8y(1’2) 4

sin mds que igualar los coeficientes en las dos expresiones (I) y (II)

Luego la derivada direccional pedida es:

=2 )= 23

Sea f:AC R? — R definida por

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Func. varias variables &)

Fundamentos Matematicos I

(r4) = (00)
0 (v4) = (00)

A) Dibujar el conjunto de puntos del plano donde f no est4 definida.

)
B) Calcular el limite direccional de la funcién en el origen a lo largo de la curva: y = x + z?
C) Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de f en el origen

)

D) Calcular los valores de fz(0,0) y fzy(0,0)

E) Determinar en el punto P (2,-1) el valor de la derivada en una direccién que forma 60° con el eje

OX positivo.

Solucién:

A) f(x, y) no estéd definida en aquellos puntos que anulen el denominador

—r+A? 2 z
202~y —ay =0 ¢y  +ay—20" =0y = z z—i—&v =19
—2z

Es decir, la funcién f no estd definida sobre las rectas y = x e y = -2x.

B) El limite pedido es:

I Fz.y) = 1 T _
5,2@30’0) (33 y> xli%Qa:Z —(:c~|—:c2)2 —x(x+x2)

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos I

z3 z?
2—09272 — (:U2 +azt + 2x3) — (3:2 + x3) =04 4 g3

C) Si calculamos los limites radiales:

1'3

Ii ) =1 =1 . r 0
gﬁ%l;%o,o)f<m y> Ilir(1]23:2 — (mx)Z — x(mx) 1%2 -m*—m
m=1,—2

Vemos que la funcién no es continua en el origen ya que aunque todos tienen el mismo valor

no coincide con el limite segiin la direccién del apartado b)-

Por no ser continua, tampoco puede ser diferenciable, ya que toda funcién diferenciable en

un punto debe ser continua en él.

D) Calculamos las derivadas parciales pedidas:

t3
£.(0,0) = 1imw i 2t =1
t=0 t t—0 ¢ 2

Para calcular

. L (0) = £ (0,0)
ﬁ/z(o’(])_}l_{% ’ ¢ -

debemos calcular primero fy' (0,0) y fy' (t,O) :

. . f(ot)=f(00) . 0-0
B

o - —BD P ) - (o)
(2:52 — - a:y) (2:52 — - a:y)
, _ zt 1
= fy(t’0> (2x2 )2 4
Ahora,
! ! l_0
£, (0,0) = R L) b 41 L) B

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos I

luego no existe fy"x (0, 0)

E) En P (2,-1), f(x, y) es diferenciable, ya que se trata de una funcién racional con

denominador no nulo.
Podemos por tanto calcular, D;f(2,—1) = <Vf<2,—1),;>

e  (Calculemos Vf(Z,—l)

4 2,2 3 3
f,$<$’y>:2x — 3z°y —23:2y f'y(l’,y>= T <2y+1:) :
(23:2 — acy) (23:2 . acy)
2P -3-442-2 4 _8(—2+2)
fl(2-1) = o =5 f'y(2,—1)_T_o

- [ 7r 71'] [1 \/5]
e y=|cos—,sen—|=|—,—
37 3] (272
(e V(132
e 2;121) = { [0} [3-7]) <5

Nota: También se puede recurrir a la definicion de derivada direccional, pero lleva més

operaciones.

14 Se considera la funcién real de dos variables

3_|_ 3 i
f(zy) = ::2 +§2 #2v) = (00)

0 St (:c,y) = (0,0)

(a)  Estudia, mediante la definicién, para qué vectores unitarios u existe la derivada direccional de f en el

origen, D, f (0,0) . Calcula dicha derivada direccional.

—~
o
N’

;,Cudnto vale el gradiente de f en el origen?

—
o
~

Estudia la diferenciabilidad en el origen

—
(oW
Na2

A partir del valor obtenido en (a) calcula el valor maximo de D, f (0,0) , v la direccién u de forma

que D, f ( 0, 0) es maxima.
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Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matematicos I

1

Solucién:

(a) Se considera el vector unitario v = (cos o, sengo) utilizando la definicién

Duf<(],(]> _ }E%f(tcoswytsezl‘?) - f(0,0) _

#3 <0083 © + sensgo)

2
= lim 4
t—0 t

= cos® Y+ sen3ap

(b)  Vf(0,0) =%(0,0)2+Z—£(0,0)2

Calculamos las derivadas parciales

t3
Lo
ﬁ(o’wz1imw:ﬁmlt2 —Qiml =1
€T t—0 t t—0 t t—0t¢
t3
- 0+
ﬂ(()’o):hmwzhm £ — lim] =
Y t—0 t t—0 t t—0

Por lo tanto, Vf(0,0) :E+3 .
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(c) La funcién no es diferenciable en el origen porque en caso de ser diferenciable se

tendria que
Duf<0,0) = <Vf<0,0),u> = <;+ },coswg—i— semp;> = cosp + seny

y por el apartado (a) la derivada direccional es D, f <0,0) = cos® ¢ + sen’yp .

(d) La derivada direccional D, f (0,0) =cos’ p +sen®p es una funcion de o,

h(gp) = cos® ¢ + sen®p, que es derivable, por lo tanto, el valor més grande se alcanzard

cuando
h'(go) = —3cos’ pseny + 3sen’pcosp =
= 3seng0cosg0(—cosgo + sencp) =0
senp =0= ¢ =0 Py =T
h’(cp)z(](:) coscp:0:><p3:§ 904:3%
seny = cos =0 == _om
¥ ' Ps 1 Pg 1
Como

h"(go) = 3cos’ go(—coscp + sencp) — 3sen2g0(—cosg0 + sencp)
+3senyp cosgp(semp + cos<p)

se tiene que los médximos y minimos relativos son:

h'(0) <0, h"[Z|<0, h"[‘%T <0 MAXIMO
h"g >0, h"(7)> 0, h”[% >0 MINIMO

El méximo absoluto es en la direccién del eje positivo de las X o de las Y

U = <cosO,sen0> = (1,0) 0 u [cosg,seng] = <0,1)
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cos(¢)>+sin(p)®

La representacién de la funcion es:

15 Se considera la funcién:

xsen(xy)
—t si(zy) = (0,0
f(xay): x2+y2 ( ) ( )
0 si (z,y) = (0,0)
Se pide:
(a) Estudiar la continuidad de f en todo punto del plano.
(b) Calcular or y o en todo R?
or = 0Oy
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(¢) Estudiar la derivada direccional de f en el origen en cualquier direccién

(d) ¢Es f diferenciable en el origen?

Solucién:

(a) En los puntos del plano distintos del origen la funcién es continua por ser cociente de
funciones continuas con denominador no nulo.

En el origen estudiamos el siguiente limite:

' ' - sen(:vy) . pcosyp sen(pQSemp cosgo)
lim f(ac,y) = lim —— 5 = lim 5 =
Ly )—(0,0 v )—(0,0 =0
(zy)—(0.0) (z0)=(00) 22 4y b b n] )
cos (pZSemp cosgo)
= lim = lim psenpcos’p =0 = f(0,0)
{sgna:a}p—)O P p—0
st aa—0 <p6[0,27r] goe[O,ZW]

donde en el ltimo limite se ha utilizado que el producto de un infinitésimo por una funcién

acotada es cero.
Por lo tanto la funcién es continua en todo R?

(b) Las derivadas parciales en puntos distintos del origen son:

ﬂ _ [sen(a:y) + a:ycos(a:y)](a:z + yz) — 2x[a:sen<a:y)]

Oz (a:2 e )2
af [:L‘2 cos(:ny)](a:2 + yQ) — 2y[xsen(:vy)]
Oy (a:2 o )2
En el origen:
t-sen(O) B
ﬁ(o 0):limf<0+t’0>_f<0’0) = lim t* lim— =10
oz t—0 t t—0 t t—0 ¢
0-sen(0 B
g(o 0)= 1imf(0’0+t) —/(00) lim — £ lim— = 0
ay ’ t—0 t t—0 t t—0¢
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Por lo tanto las derivadas parciales de primer orden existen en todo R?

(c) Calculamos la derivada direccional en cualquier direccién « = (cos ®, semp) utilizando

la definicién:

Duf<0,0) _ limf((] + tcosp,0 + tsencp) — f((],(]) _

t—0 t
. . 2
t-cosp sen(t sengpcosgp)_o t-coscp-(tzsencpcoscp)
t* cos? o + t2sen’p 2 o
= lim = lim = seny cos’ ¢
t—0 t t—0 t

Luego, la derivada direccional de la funcién f en el origen en la direccién u = (cos o, semp) es

Duf<0,0) = seny cos® @

(d)

Método 1: La funcién no es diferenciable en el origen porque la derivada direccional en el
origen no es el producto escalar del gradiente en el origen por la direccién.

Meétodo 2: Utilizando la definicién de diferenciabilidad:

Az - sen(Ax . Ay)
(Az) +(Ay)

f(Aa:,Ay)—f(0,0)—A:U-O—Ay-O _

lim lim
(Az,Ay)—»(0,0) (A.’E)Z + <Ay)2 (Az,Ay)—%0,0) (Al’)2 + <Ay)2
= lim A sen(Aw . Ay) = lim Mw = lim cos®p- sen
(Az,Ay)ﬂ(0,0) 9 9 3/2 p—0 3 p—0 v v
((Agy) + (Ay) ) wG[O,Qﬂ'] p WE[O,QW]

Como el iltimo limite no existe por depender de ¢, el limite no es cero y en consecuencia la

funcién no es diferenciable en el origen.

2, .2
eery -1

16

Sea f:R? — R definida de la forma: f(a:,y) =1 22+
1 si(w,y):(0,0>

Se pide:
(a) Continuidad en (0,0)
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I (b) Diferenciabilidad en (0,0)

(a) Continuidad en (0,0)

e —1~p? loge

Nota: En el dltimo limite se puede aplicar también L’Hopital

1= f(0,0)

tim & =1 i 22
p=0 p? p—0 2p
(b) Diferenciabilidad en (0,0)
ol _q 4
2
o) g OB 00) e
Az—0 Az Az—0 Az
T ? 2 T ? T 2 T
e v 280)d>) —2(ar) g afaa)d®]
Az—0 <A$)3 L'Hopital Az—0 3<ACE)2 Az—0 3<A$> L'Hopital Az—0 3
Por simetria fy (0,0) =0.
Vemos si es diferenciable comprobando si se cumple:
_ _of 9 (00).
) f(Az,Ay) - f(0,0) 8x<0’0> A ay<0’0> Ay
im =0
(Az,Ay)—(0,0) 2

Como
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Al (anf

(80 +(a0)

lim = lim
(Az,Ay)ﬁ(0,0) (Aﬂl’)Q + <Ay)2 22[8,271') P

—1-0-Az—-0-Ay
e”2—1—p2
3

=0

la funcion es diferenciable en el origen.
Nota: Este tltimo limite es el mismo que el de calculo de la derivada parcial.

i ﬂsi(zy)r(OO)
Dada la funcién f(x,y) =122 4 > ’ ’
0 si(zy)=(00)

(a) Estudiar la continuidad y diferenciabilidad en R? (10 puntos)

(b) Calcular la derivada direccional en el punto (0, 0) segtin el vector v = (1,1) , el vector w = (1,0) y

el vector ; = (0,1). (5 puntos)

Solucién:

(a) Continuidad en (0,0).

2 3 el oh .
lim f(a:,y) = lim % = lim w = lim p  cos’p-senp =0
— — — — el —
(x,y) (0’0) (z,y) (0’0) Tty 5)6[8,271’] p 26[8,277] inf initésimo acotado

como el valor del limite coincide con el valor de la funcién en el punto es una funcién continua

en el origen.

En el resto de puntos (x,y) distintos de (0,0) la funcién es continua por ser cociente de

funciones continuas con denominador no nulo en dichos puntos.

(b) Diferenciabilidad en (0,0)

En los puntos (x, y) distintos del origen la funcién tiene derivadas parciales
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215?4(152 + ?/2) -2’y 2 227y + 2y’

fz<$7y>: (1’2 +?JZ)2 (1’2 +?JQ)2 5i<$7y>1<070>
2(,2 2\ _ .2, .
f;/(l’,y) e (l‘ (—I—;/ ) 2)‘727 y-2y _ ($42_$22?/)22 si (,y) = (0,0)
"ty "ty

y ademds son continuas por ser cociente de funciones continuas con la funcién del
denominador no nula en estos puntos (el denominador solo se anula si (x, y)=(0,0)). Por lo

tanto la funcién f es diferenciable en todos los puntos distintos del origen.

En el origen

. f AZ’,O _f 070 . 0—-0
L (0’0> - Alglglilo < ix = T a0 Az 0
f00) = OO0 < 0ot

Utilizando la definicién vemos si es diferenciable:

(Ac) (Ay)
Lo f(anay) - 7(00) - £ (00) Ar g (00) Ay (ac) +(ay)
(Az,Ay>—>(0,0) \/(A$)2 + (Ay)Q (Az,Ay)—»(O,O)\/(Ax)Q T (Ay)2
2
-  lim (aa) (a9) —= lim e ‘Pg) (sene)
(Az.Ay)—(0.0) 5 Del0an] p

(80 +(a0)

Que depende de ¢, luego la funcién no es diferenciable en el origen.

Nota: También se puede calcular el limite por radiales y ver que depende de la pendiente de la

recta por la que nos aproximemos al origen.

(b) Derivadas direccionales:
Al no ser la funcién diferenciable no es vilida la expresiéon D, f (0,0) = <V f (0,0),;> por lo

que debemos aplicar la definicién de derivada direccional

<
I
&

1
1
= s

v=(11) -

=

%

< L

luego:
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[tl L
\/5 2 3
2 2
[tl] —l—[tl] 2\45 .
= lim 2 2) _ lim—t— =
t—0 t t—0 ¢ 22

La derivada direccional en la direccién (1, 0) es la derivada parcial respecto a x y la derivada
direccional en la direccién (0, 1) es la derivada parcial respecto a y calculadas anteriormente y

cuyo valor en ambos casos es cero.

Plano tangente

)| De una funcién z = f (x,y) diferenciable en todo R? se sabe que el plano tangente a f (:U,y) en el punto

(1, 2) es: 2z + 3y + 4z = 1. ;Se puede calcular con estos datos la derivada direccional de f en la direccién

que une el punto (1, 2) con el punto (3,4)? Justificar la respuesta.

La direccién en la que nos piden calcular la derivada direccional es:

v=(3-14-2)=(22) = u=rr=

[ 1 1 ]
”’U” \/5 ’ \/5
Como el plano tangente en el punto (1, 2) es

1
2x—|—3y+4z:1<:)5x+§y+z: (I

> | =

que corresponde a la ecuacion

of
Ox

(1,2)(x_1)+g—f;<1,2><y_2) — - f(12) ()

se tiene que cumplir que

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz




Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Func. varias variables

Fundamentos Matemaéticos I

Of (1oy= =L 9f19y_ =3
(2)=3 Lpo)-3

sin mds que igualar los coeficientes en las dos expresiones (I) y (II)

Luego la derivada direccional pedida es:

=2 )= 23

Regla de la cadena. Derivacién compuesta.

19
Sea u = zty 4+ y223 + cp[f] donde
)

z =1+ rse’

y = rs’e!

z = r’s sent

Calcular % cuando 7 = 2, s = 1, t = 0 sabiendo que (p'[g] —
s

Solucién.-

Ou_duds | 0udy  0ud: _
0s Oxds Oyds 0z0s

1 —
= [43;3y + @'[E]—]Tet + [$4 + 2y + ~|—g0'[£]—2x]2rse_t + 3y*2%r’sent
Yy Yy

Para r=2, s=1, t=0 se tiene que x=3, y=2, z=0. Sustituyendo estos valores en la

. . 3 0
expresion anterior, asi como @'[5] = —1, resulta que 6—u = 758
s

2

A Considerando 7 = rcos @, y = rsenp transformar utilizando coordenadas cartesianas, es decir,

ardp
2

expresar en funcién de z , z e y y sus derivadas parciales.

ordyp
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Solucién:

Aplicando la regla de la cadena, teniendo en cuenta que = = rcosyp, y = rseny

(inversamente r = 4/ 2y, o= arctg[g]) se puede escribir,
x
9 _0:00 020y _ 0 oy

0z 0z x
= + = + Zsenp = — e =
or Ozdr Oydr Oz o Jy ey O0x |42 442 Oy [22 4 2

% o 82% + 62@ — %<_rsen<p> ~|—g—;(TCOS<p> = %<—y) + %l’

8g0_%8g0 8_y(9g0_83: Oz dy

Derivando ahora respecto de r teniendo en cuenta que x e y dependen de r y ¢

Fo_ 8 (0] _oAdr 4%y

X Ordy - or |0y 9z Or dy Or B
\ llamamos
y )
¢ o¢
| 02, 2| @ | 92 0%
Vorr "oy Toaoy) 2 12 | 0n ' owdy

_ Yy 92 42y
dy Oz 22 + 2 dxdy

B \/xQ +y2

9%z 62z] 1
_|_

o o) el

0z 0z > — P 0%z
oy*  0x? 2

Dada v = g(x,h(:c,y)), y=1f (t) , calcular la razén de cambio (derivada) de u respecto de t.

Solucién.-

Llamamos m = h(a:,y) , entonces el esquema de dependencia es

Luego aplicando la regla de la cadena

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ou _ Ou Om dy
ot Om Oy dt

): Utilizar la regla de la cadena para probar

(a) @siendo h(:c,y) =f (x,u(:c,y)) Poner ademds un ejemplo de funcién h (6 puntos).
x

Solucién:

h(%?!) = f(%u(:v,y)) @ = ﬁ ﬁ@

Oor Oz Oudx

Por ejemplo

u = u(a:,y) = 1y
f(z,u) = 2 + u?
h(:c,y) = f(a:,u(:c,y)) =22 + 2%?
oh _ of  Of Ou

= 22 + 2uy = 2% + 2xyy = 2z + 231°
Oxr Oz Oudx v vy v

(b) Calcular % siendo y = h(:c) = f(a:Z + g(:v) + g(2)), x = sen(t). Poner ademds un

ejemplo de funcién h (7 puntos).

Llamamos u = z* + g(x) + ¢(2) entonces:

Y----u----x----t

dy _ dydudz

U dudedi = f'<u>(2x + g'(x)) -cost = f‘(senzt + g(sent) + g(2))(2sent + g‘(sent))cost

Ejemplo: f(u) =u?, g(:v) =e’

yzh(m)=($2 ~|—e’~|—e2)2

2
2
y=nh (t) = [(sen2t) + s 4 62]
929 Calcular la expresién de las derivadas parciales respecto a “x” y a “y” de la funcién:

w=f(g(z*)+h(y)9(z)n(y))
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I Considerando que g y h son funciones derivables y que f es una funcién diferenciable.

Se trata de calcular las derivadas parciales de w = f (u, v) siendo

u:g($2)+h<y) v:g<$)h<y)
Aplicando la regla de la cadena:

Bx_ala—kav.@x ou
Ow Ow Ou  Ow v _ Ow ow Y
9y~ ou oy "0 oy~ au W)+, lm) ()

0 ow 0 Ow 0 o 0
Qo _ 0o bu B 30 00 p(p2)ar 4 22 g(a) n(y)

-y
1 + $2y2

(a) (En qué direccién tendriamos que desplazarnos desde el punto (1,1) para que la temperatura

2} La temperatura de una placa viene dada por T (:L’, y) =

decrezca lo mds rdpidamente posible? Justificar la respuesta.

(b) (En qué direccién desde el mismo punto la variacién de la temperatura es %4? Justificar la

respuesta.

(¢) Dada la curva en paramétricas cp(t) = (cos t,1+ sent) calcular el vector tangente a la curva en

t=0.
(d) Calcular (T o @)'(0) . ,Qué representa dicho valor?

Solucién:
(a) Las derivadas parciales de T son
oT 1— )2y aT —1 — 222y + 2%
8—(%?/):—(—)2 6—(:10, ):— Ty :;y
T (1~|—$2y2) Y (1+$2y2)

La direccién para que la temperatura decrezca lo més rdpidamente es el vector

- vVT(L1)
CT ()]
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Calculando el gradiente en el punto (1,1)

VT(1,1) = %%XLly%%¥L1”::[Q_§]
luego

U = (0,1)
(b) Como la funcién es diferenciable se trata de encontrar el vector v = (cos ©, sengo) de

manera que

D, (f,(L1)) = <VT(1,1),<COSg0,semp>> - i

_senp 1 o L T T T _ AT
2 4 LT S 6

(¢) El vector tangente a la curva en t=0 es

go'(t) = (—sent,cost) = cp'(O) = (0,1)

(d) Se tiene que (T o go)(t) = T(go(t)) y por lo tanto esta funcién evalia la temperatura
en los puntos de la curva dada en paramétricas. (T o gp)'(O) calcula la variacién de la

temperatura  respecto al pardmetro t en el punto de la curva

go(O) = (cosO,l + senO) = (1,1).
La dependencia de las variables es: T=T(x,y) con x=x(t)=cost, y=y(t)=1+sent

X —  t
.

\\\\\y_____t
Aplicando la regla de la cadena

AT _9Tde 0Tdy _ (Low)2t 1ty oot

= — cost
dt Oz dt Oy dt

t)+
(1 . 3:23/2 )2 en ) (1 R $2y2 )2

Sustituyendo t=0, x=cos0=1, y=sen0=0 se tiene que

(Top)(0)=-1
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Derivacién implicita

ok Dada F(x,y,z) =22 +¢® + 22 + a2y + 22 —1, se pide:

A) determinar SiF(:L’, y,z) = 0 define en el punto P (0,-1,0) a z como funcién implicita de x e y, es

decir, z = {(x, y)

B) Encontrar las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcién z=f(x,y) en el punto
(07_1)
C) Hallar en (0,-1) el valor de dz y d?z cuando dx = dy = 0.2.

IO PO LG5S

A P e et

A NS O AT 0 a Pau R v
, A et

b tew B anzais iy,

Fhss

s
N AR

Hes .liv.“’ eSS arive %

t\'i.‘{'n"hl..%{l\v

ety
e

SOLUCION:
A) F(:r, y,z) = 0 define a z = {(x, y) en un entorno de P (0,-1,0) si

e FEl punto P es un punto de la superficie, es decir, F (0,-1,0) = 0. En efecto,
F(0-1,00=1-1=0

e Fz Fy Fz son continuas en un entorno de P. Es evidente ya que
F, (:L’,y,z) =2z +vy
Fy (:L’,y,z) =2y+z
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Fz(x,y,z) =2z+2
son funciones polinémicas
U] F;(O,—I,O) = 0. Como Fz(x,y,z) = 2z + 2 se tiene
F (0,-1,0)=2-0+2=2

z

B) Para calcular las derivadas parciales de primer orden derivamos implicitamente la funcién
F(w, y,z) =0:

Respecto a x:

20 +y
1 20 4+222 +y+22 =0= 2 =-—"—"2
. P YT v 2z + 2
Respecto a y:

20+ =z
2 2 +222 +r+22 =0=> 2z ==L~
) ! ! ! Y242

Para calcular las derivadas de segundo orden basta derivar (1) y (2) respecto a x e y

nuevamente:

2+2(z,)

2422, 2, +222, +22, =0= 2, = —————
2242

22,2, +1

2% 2 +%%% +1492 =0=>z =--—4*
22,2z, +1

2% 2z +9%2%%2 41492 =0=>z = -_2Y¥%
o v v v 2z 42

2

2+2(zy)
2+2zyzy+2zzyy+2zyy:0:>zyy:_W

Sustituyendo en (x, y)=(0, -1) (con z=0) se tendra.

7, (0-1)== 2 (0,-1)===1
2“[31] i
2, (0,-1) = — SRR
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=

C) Para calcular la diferencial:

dz = z dv + zydy = %(0,2) + 1(0,2) =0.3
2 _ 2 2_ 51 IR NPT S
d“z = zm<dx> + 2z, dzdy ~|—zyy(dy) =iy +2< 1)52 +( 2)52
_l=2 22l gy
52 4 4 * 25
TESTS

Y Supongamos que estamos sobre el punto P(—1,58) en wuna colina cuya ecuacién es

2z ="T4—2% — Ty — 4% . El eje Y senala hacia el norte y el eje X hacia el este, y las distancias

se miden en metros.

|:| (a) Para subir por la maxima pendiente desde el punto P me tengo que mover hacia el
noroeste
|X| (b) Para subir por la maxima pendiente desde el punto P me tengo que mover hacia el
suroeste
|:| (c) Para subir por la maxima pendiente desde el punto P me tengo que mover hacia el
noreste
|:| (d) Para subir por la méxima pendiente desde el punto P me tengo que mover hacia el sureste
N
NO | NE
0 E
SO | sg
Solucién.- S

Se tiene que:
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(—1, 5,8) verifica la ecuacién z = 74 — 2> — Tzy — 4y* (estd en la colina).

Ademas

%:_2;,;_73, = %(—1,5)=2—35=—33
oz oz
9% qposy = 9 15)=7-40= 33
Jy dy

Luego la direccién donde hay méxima pendiente es:

Vf(—1,5) _[__1 __1]
[vr(=s)] W22

i Sea f (x,y) , una funcién continua con derivadas parciales primeras y segundas continuas en todo R?, tal

que su polinomio de Taylor de orden 2 desarrollado en el punto (1, -1) es

P(zy)=2+(z-1)-2(y+1)+6(z—1)(y +1)
Entonces la ecuacién del plano tangente a la gréfica de f en el punto (1, -1, 2) es:

z:2+(x—1)—2<y+1)

(a) Falso, el plano tangente tiene como ecuacién z = 2 + (3: = 1) = 2<y + 1) + 6(3: = 1)<y + 1)
(b) Falso, pues no podemos calcular la ecuacién del plano tangente con los datos del problema.
(¢) Falso, pues no podemos determinar si el punto (1,-1,2) pertenece a la grafica de f.

(d) Verdadero, ya que f(l,—l) =9 Vf(l,—l) = (1,—2)

Solucién: (d) Por definicién el polinomio de Taylor de grado 2 con derivadas parciales

primeras y segundas continuas en todo R? (se cumple por tanto las hipétesis del teorema de

Shwartz: f, = f. )

B () = 7(1-1) + S (1-1)(a - 1) +g—{/(1,—1)(y+1) T

8z
I s O (1) (e -1)(y +1) + ZL (1) (y 417
2! 922

2
(L-1)(z—1) * 920y oy
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Ademsds por tener las derivadas parciales primeras continuas en el punto (1, -1) es
diferenciable, y en consecuencia se puede calcular el plano tangente a la funcién en el punto
(1, -1, f(1,-1))=(1, -1, 2)

ovd Sca f (x,y) , una funcién con derivadas parciales primeras nulas en el punto (1, 1). Determina la

afirmacién correcta.

(a) Por tener derivadas parciales en el punto (1, 1) existe la derivada direccional de f en el punto (1, 1)
en cualquier direccion.
(b) Por tener derivadas parciales en el punto (1, 1) es diferenciable en el punto (1, 1)

(¢) Por tener derivadas parciales en el punto (1, 1) no se puede concluir que es continua en el punto

(1, 1)

(e) La ecuacién del plano tangente a la funcién f en el punto (1, 1) es un plano horizontal.

Solucién (c).
Se han visto en clase ejemplos de la falsedad de las afirmaciones (a), (b), (d) y de la certeza de

la afirmacién (c).

2| Sea w = f(:v, y,z) = xzyelﬂz donde z =t> +t, y=1t>+1, 2 = t> + 2, entonces se verifica para t=0

que:

(a) Verdadero, aplicando la regla de la cadena tenemos

d—w(o) 6f(ooo)d”“"(o) af(ooo)d(o) 6f(ooo)d(0):0-1+0-0+0~0:0

dt Ox dt 0 ad

(b) Verdadero, pues aplicando la regla de la cadena tenemos
dwioy = 9 dz of of _ 9. . 0=
dt(0>_8w<0’1’2)dt<0) ” (012)dt(0) o2 (012)d (0)=0-14+0-0+0-0=0

(c) Falso, ya que w no es diferenciable en t=0 y por lo tanto no podemos aplicar la regla de la cadena.

(f) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta..

Solucién (b) Para t=0 se tiene x=0, y=1, z=2. Es aplicacién inmediata de la regla de la

cadena.
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Y Sea z = f (x,y) = arctg(l +z+ y) utilizando la diferencial un valor aproximado de:
7= arctg(l +0'1+ 0'1) es:

=il

(a) 14—2 10
4 2

1+(1+2-10 )
—1

) 2 10 :
1+(1+2-10f1)
s

¢) —+107!

(c) .

(g) Ninguna de las anteriores

Solucién: (c) Basta tener en cuenta que:

Az = f(0',0'1) = £(0,0) ~ 0'1- £,(0,0) + 0'1- £,(0,0)
£(0',0'1) ~ £(0,0)+0'1- £,(0,0)+0'1- £ (0,0)
Como
f((],(]) = arctg(l) :Z
1

1
fz T,y )= f z,Yy) =
(1) 1+ (1+z+y) (o) 1+ (1+z+y)

Se tiene que:

arctg<1~|—0'1~2> zz~|—2~

01
4 2

2’ +y? +4y—22+5
22 +29 — 22+ 8y 49

S Sea 2 = f (x,y) = se puede afirmar que los limites radiales de la funcién f en el

punto (1,-2):

(a
(b
(c
(h

no existen

= —

son todos iguales y valen cero.

~

son todos iguales y valen 5/9

~—

dependen de la pendiente de la recta que se considere.

Solucién (d)

P Ayt P4 (=24m(z-1) +4(-2+m(z—1)) -2z +5
1m = l1m =
gﬁ%ﬁé(lii))xz +2t 2w 8y 49 elp +2(-24m(z - 1))2 —2z+8(-2+m(z—1))+9
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x2+4~|—m2(x—1)2—4m(x—1)—8~|—4m(:c—1)—2x+5

= lim

g2 48 om? (2 — 1) — 8m(z—1)— 20 — 16+ 8m(z —1)+9

$2~|—m2($—1)2+1—2x

. . (x—1)2~|—m2(:c—1)2 14+ m?
= lim = lim =
el 2 +2m2<x—1)2 —2r+1 “H1<x—1)2 +2m2<x—1)2 1+ 2m?

o1 Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva C en el punto (1, 2) siendo C la curva interseccién de la
superficie dada por z = f(:c,y) = 2% — 92 y el plano x=1.
(a) {w:l,y:2~|—)\,z:—3—4)\
(b) {z=1+XNy=22=-3+2A
(c) {a::l,y=2~|—)\,z:—3
(

d) ninguna de las anteriores

Solucién (a): Se trata de la ecuacién que pasa por el punto (1, 2, f(1,2))=(1,2,-3) y tiene

como pendiente la derivada parcial fy <1,0) . Un vector director de esta recta es
v = (0,1,fy (1,2)), la recta es:
{z=ly=2+Xz=-3-4)

Ya que f, (x,y) =2y

BpY Sea z = f(:c,y) una funcién continua y con derivadas parciales continuas en el punto (1, 2) entonces si

ﬁ<1’2> =1, 2—2(1,2) = —1 entonces

oz

|:| (a) la direccién de méximo crecimiento de la funcién en ese punto es la norma del
gradiente.

|:| (b) si desde el punto (1, 2) nos vamos en la direccién del eje y positivo el valor de z
aumenta

|X| (c) sea S el plano tangente a la superficie dada por z = f (x,y) en el punto
(1, 2,f<a,b)) , entonces un vector normal a S en el punto (1, 2,f(a,b)) es
n=(-1L-11)

|:| (d) ninguna de las anteriores.
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Solucién:

Un vector normal al plano tangente a la superficie dada por z = f(x,y) en el punto
(1,2,f<a,b)) es:

O 1219y Z1| = (11—
8$(1,2),8y(1,2), 1| =(L1-1)

El vector n = <—1,—1,1) es proporcional al anterior.

33 Supongamos que f es continua y tiene derivadas parciales continuas. Supongamos también que tiene
derivada direccional maxima igual a 50 en P(1, 2), que se alcanza en la direcciéon de P a Q(3,-4).

Utilizando esta informacién calcula Vf (1,2)

(a) V£(1,2) ::[:7%3’__:f%3

(b)  VF(1,2) =50

(X OO

50 150

Vf 172 = [_a__

12)= 0 Vo
(d) ninguna de las anteriores

Solucién

Como f es continua y tiene derivadas parciales continuas entonces es diferenciable en
P. Por esta razon la derivada direccional se puede calcular como el producto escalar de
la direccion y el vector gradiente. Ademads la derivada direccional méxima se alcanza

en la direccién del gradiente

D,(12) = [5(12)] = 50 e

g — Lt
|v£(12

El vector que une el punto P y Q es: Fé = (2,—6)

. . ., 1 3
Un vector unitario en esa direccién es: v = | —,———=|.

Jio© V1o
50 150

Por lo tanto, Vf(1,2) = ||Vf(1,2)||u = [T()’__lo
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‘r

Sea C la curva de nivel que pasa por P(1, 1) de z = f(m,y) = 22 + ¢?. Determina la pendiente en P(1,1)

de la tangente a la curva C.

Xl @ 2
L] ®» o
(] ©
|:| (d) ninguna de las anteriores

Solucién:
: 2 2 2 2
La curva C es la curva de nivel K = z° 4 y* para valor de K :f(l,l) :(1) ~|—(1) =2, es

decir, es la curva,
92— 22 44
Derivando implicitamente,

0 =2z + 2yy'

en el punto (1, 1) la derivada es:

. . . 0 0
Sea z = f (u) una funcién derivable, u = ¥ entonces la expresién + 22 + y—z + zy es

x Oz dy
(] @ f'[ﬂ]

x
Xl zy
|:| (c) no se puede calcular si no se conoce la funcién f
|:| (d) ninguna de las anteriores

Solucién:

Llamamos u = 2 , entonces la dependencia de variables es
x
z
—_—_
Y

Aplicando la regla de la cadena
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0z dzOu _ dz|—y
5_5%_E[?]
Oz dzOu dz|1
o

8y_du8y_du

Sustituyendo,

T— 4y =0

0z 6z_ -y dz_l_ydz
Oz By

du zdu

2 Dada 2z = 2%y + 2y en el punto (1, 2) un vector perpendicular a la curva de nivel de f que pasa por el
punto (1,2) es

(a) (6,2)

(b) Paralelo al eje X

(c) Paralelo al eje Y

(d) Bisectriz del primer cuadrante

(

e) Ninguna de las anteriores

Sol.- (a)
; 0z 0z
e Sea z = f (:c o g(y)) siendo f una funcién no constante. Si wa— + i = 0 entonces
z Oy
a) 9(y) = 9'(y)

b) z = ( )
¢) g(y')=9(y)

f) Ninguna de las anteriores

(
(
(
(

Sol.- (a)
37 75 + y3 . .
Se considera la funcién f(:c,y) =122 442 5 (:c,y) - (0’0)
0 sz’(z,y>=(0,0)

La derivada direccional de f en (0,0) siendo la direccién u = (cos ©®, sengp) es

(a) cos? @ + sendp (b) cosp + senp
(b) O (d) Ninguna de las anteriores
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Sol.- (a)

38 4a° St (x y)z(O 0)

Sea f(z,y) =142 + y? ’ "7/ . Elige la respuesta correcta:
0 St (x,y) = (0,0)
a) f(x,y)es continua en (0,0) ya que todos los limites direccionales por y=mx son 0
(a)
(b) f(x,y)es continua en (0,0) porque existen g—f(0,0) y g(0,0)
T )
. . of of .
(c) f(x,y) no es continua en (0,0) porque aunque existen 8—(0,0) y 8—(0,0) no coinciden
z Y

(d) f(x,y) es continua en (0,0) porque para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que vz° 4+ 5> < & entonces
423
2+

(e) Ninguna de las anteriores

<6

Sol.- (d)

39 4IL'3 . B
Sea f(x,y) = 1;2 o y2 5t <x’y) - (070>

. Elige la respuesta correcta:

forensi O 002 2
(a) f(x,y) no es diferenciable en (0,0) ya que o (0,0) = 9y (0,0)

(b) La derivada parcial de f respecto de x no es continua en (0,0)
(c) Es diferenciable en (0, 0) porque la derivada parcial de f respecto de x es continua en (0,0)

(f) Ninguna de las anteriores

Sol.- (b)

3
Sea f(z,y) =142 + y? si (2,) = (0,0) . Elige la respuesta correcta:
0 St (x,y) = (0,0)
(a) £,(0,0)=0

(b) Se cumple f, (0,0) = fu (0,0)
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(c) No existe f,, (0,0)

(d) Ninguna de las anteriores
Sol.- (a)

X

) i Y si(w,y)=(0,0)
El plano tangente a la superficie gréfica de f (w,y) =1z 4+ ¢
0 si (z,y) = (0,0)

a) No puede determinarse con la informacién dada

¢) Es el plano z=0

(
(b) El plano tangente no se puede calcular porque la funcién f no es diferenciable
(
(

d) Ninguna de las anteriores

Sol.-.

Si cortamos la superficie grafica de la funcién z = f (:U,y) = a2y + 2% por el plano y=2 se obtiene una curva

cuya pendiente en el punto (1, 2, 3) es

9z
oz
9z
dy

- 1 2
¢) D,f(0,0) siendo u = [__]
(c) (0,0) NN

(g) Ninguna de las anteriores

Sol.- (a)

Sea f una funcién continua en todo punto de R? tal que para cualquier (x,y) € R? se tiene que
Vf (x,y) = (1 + 2y, 22 + 2y + Z)A Entonces se verifica que f es diferenciable en todo punto de R? y
ademds el valor méximo de la derivada direccional de f en el punto (0,0) se alcanza en la direccién del

vector :) = (1,2)

(a) Falso, de las hipétesis del enunciado no podemos deducir que f sea una funcién
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diferenciable.

(b) Falso, aunque fes diferenciable, sin embargo

f12(0,0)=Vf(0,0).(1.2) = (1.2).(1.2) =5 < f(5,(0,0) =6

ya que

J0%(0,0)=Vf(0,0).8,0) = (1,2).(0,8) =16
(c) Verdadero, f es diferenciable pues existen las derivadas parciales de f y son funciones

continuas en todo R°. Ademds como Vf (0,0) = (1,2), entonces D, f alcanza su valor
maéximo cuando v = (1,2)

(d) Ninguna de las anteriores

Sol.- (c)

N Sea z = f(x,y) =22 +¢* donde z = e"™” e y = u® + v. Entonces se verifica que para u=0 y v=0 las

derivadas parciales de z son %(0,0) =2 y 0z (0 0)

u

(a) Falso, pues aplicando la regla de la cadena %(0,0) gz (0 0) 0
u v

82:(00) 5‘f<00>8$<00> Z};(0,0)%@,O):O

ou oz Ou
02 Of (o O Of (o Oy _
31)(0 0)= 3x<0 0>31)<0 0)+ ay<0’0>av(0’0)_0

(b) Falso, ya que no podemos aplicar la regla de la cadena ya que no existe %(0,0)
u

(¢) Verdadero, aplicando la regla de la cadena:

% (00) = L (10)22(00) + L(10) 3 (0.0) = 21400 =2

ou oz u Y
0z of (1 Oz of _ L
6U(oo) a56(10)(%(0,0) 8y(10>3 (0,0)=2-1+0-1=2

(d) Ninguna de las anteriores

Nota: Si en la solucién de algin ejercicio crees que hay algin error ponte en contacto con la

profesora para su correccion.
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